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قدردانی

فرمود. عطا را دانش و علم کسب مسیر پیمودن قدرت من به که شاکرم را متعال خداوند ابتدا در
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اینجا در که بردهام بهره Christian Jutten پروفسور دلسوزانهی و ارزشمند راهنماییهای از مدت این طول در
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و تجربیات از استفاده و همکاری افتخار سوئد، KTH دانشگاه در خود مطالعاتی فرصت دورهی طول در

ایشان زحمات از وسیله بدین که داشتم را Mikael Skoglund پروفسور و Saikat Chatterjee دکتر راهنمائیهای

مینمایم. قدردانی

سجاد ملکمحمدی، محمدرضا دکتر آقایان ،KTH دانشگاه و شریف صنعتی دانشگاه در عزیزم دوستان از

شیوههای به که مهدویجاوید، علیرضا و عراقی حسام پارسا، جواد مشهدی، بلورساز مهدی جنیدی، محسن امینی،

سپاسگزارم. رساندند، یاری را بنده مختلف

انگیزهی باعث خود بیدریق دلسوزیهای و کمکها نظرات، با بیشک که فاطمه، عزیزم، همسر از انتها، در

قدردانی خاص بطور داشت، دکتری دورهی طول در من علمی پیشرفتهای در مهمی نقش و شده من روزافزون

میکنم.
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چکیده:
است این تُنُک نمایش اصلی ایدهی است. گرفته قرار گستردهای توجه مورد اخیر دههی طی تُنُک نمایش
بنابراین، و دارند کمتری مراتب به اطلاعاتی محتوای آنها، بالای ظاهری بُعد برخلاف طبیعی، سیگنالهای که
مطرح اساسی سوال دو اینجا در هستند. نمایش قابل میشوند) نامیده اتم (که پایه سیگنال کمی تعداد برحسب
در فرض با که این دوم سوال و کنیم طراحی چگونه را پایه سیگنالهای مجموعهی که این اول میشود.
کنیم. انتخاب بین آن از چگونه را شده داده سیگنال یک برای مناسب اتمهای پایه، سیگنالهای بودن دسترس
گرفته یاد آموزشی دادهی دسته یک از استفاده با اتمها مجموعهی که است این اول سوال برای مناسب جواب
برای است. شده پیشنهاد تاکنون مختلفی روشهای آن برای که دارد نام دیکشنری یادگیری کار، این شود.
حال، این با است. شده ارائه متنوعی الگوریتمهای نیز شده، داده دیکشنری یک با تُنُک، نمایش آوردن بدست
کمینهسازی همچنین، میشود. احساس کارآمدتری الگوریتمهای به نیاز دادهها، بالای ابعاد به توجه با امروزه
میزان با دیکشنریهای یادگیری برای متقابل همبستگی تابع نیز و تُنُکی تشویقکنندهی نامحدب و ناهموار توابع
یادگیری حوزهی در بعلاوه، است. گرفته قرار توجه مورد کمتر زیاد، چالشهای دلیل به اتمها، بین کم شباهت
در موجود الگوریتمهای یکدیگر، با تعامل حال در پردازندهی تعدادی از استفاده با دیکشنری توزیعشدهی

نیستند. کارآمد داده انتقال حجم و پردازشی قدرت محدودیت با پردازندههای مورد
اصلی ویژگی میشود. ارائه دیکشنری یادگیری و تُنُک نمایش بازیابی برای جدید الگوریتمهایی رساله، این در
مبتنی عمدتاً الگوریتمها این است. آنها بالای عملکرد حال عین در ولی ساده ساختار پیشنهادی، الگوریتمهای
الگوریتمهای هستند. ،(proximal) پراکسیمال الگوریتمهای نام به بهینهسازی، الگوریتمهای از مهمی دستهی بر
پردازش در موجود بهینهسازی مسائل از وسیعی مجموعهی حل برای اول مرتبهی روشهایی پراکسیمال
الگوریتمهای ،(SL0) شده هموار صفر نُرم الگوریتم از الهام با خاص، بطور هستند. ماشین یادگیری و سیگنال
و داشته بیشتری همگرایی سرعت SL0 الگوریتم به نسبت که میشوند ارائه تُنُک نمایش بازیابی برای جدیدی
برای الگوریتمهایی همچنین، میشود. ارائه نیز الگوریتمها این همگرائی اثبات هستند. مقاومتر نویز به نسبت
از مستقیم بصورت قبلی، روشهای برخلاف که میشود ارائه کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری
پیچیدگی موجود الگوریتمهای به نسبت و کرده استفاده دیکشنری یادگیری مسألهی در متقابل همبستگی تابع
الگوریتم پراکسیمال، روشهای از استفاده با متقابل همبستگی کمینهسازی با بعلاوه، دارند. کمتری محاسباتی
کاربرد فشرده حسگری و مخابرات در که ،(incoherent frames) ناهمبسته فریمهای طراحی برای جدیدی
الگوریتم بالا، ابعاد با دادههای روی از دیکشنری یادگیری برای اینها، بر علاوه میشود. معرفی دارند،
کاهش برای است. پردازنده چند بین آنها توزیع و دادهها بُعد کاهش بر مبتنی که میشود معرفی جدیدی
میشود. فرض دیکشنری برای تُنُک ساختار یک پردازش، مرکز و پردازندهها بین شده مبادله اطلاعات میزان
روشهای امیدبخش عملکرد از حاکی طبیعی تصاویر نیز و مصنوعی دادههای روی شده انجام شبیهسازیهای
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چهار مطالب فهرست
١٢۶ پیشنهادات و جمعبندی ٧
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمعبندی ٧-١

١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آینده کارهای برای پیشنهاداتی ٧-٢



فهرستجداول

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. الگوریتمهای برای NMSE نهایی مقادیر ١-۵
حالت در و گوناگون تُنُکی سطوح برای مختلف الگوریتمهای ثانیه) (برحسب متوسط زمان ٢-۵
میکند صرف الگوریتم هر که میدهد نشان را متوسطی زمان جدل این از خانه هر نویز. بدون
قادر متناظر الگوریتم که میدهد نشان تیره خط علامت برسد. MSE از خاص سطح یک به تا

٩١ . . . . است. شده مشخص برجسته فونت با نتیجه بهترین برسد. MSE از سطح آن به نبوده
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نویزی. حالت برای ولی ٢-۵ جدول مشابه ٣-۵

فشردهی نسخههای روی از تصاویر بازیابی در مختلف الگوریتمهای عملکرد مقایسهی ۴-۵
میشود. داده نشان δ با که نمونهبرداری نسبتهای مختلف مقادیر برای و آنها بلوکهای
مشخص برجسته فونت با نتیجه بهترین هستند. بی دی برحسب PSNR شده، گزارش مقادیر

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده

دادههای تعداد و n×N دیکشنری ابعاد مختلف. الگوریتمهای برای محاسباتی پیچیدگیهای ١-۶
١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. M با برابر آموزشی

IFD-AMPM و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCO الگوریتمهای برای متقابل همبستگی مقادیر ٢-۶
١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n برای مختلف مقادیر با F ∈ Rn×١٢۰ فریمهای و

IFD-AMPM و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCO الگوریتمهای برای متقابل همبستگی مقادیر ٣-۶
طریق از آمده بدست مقادیر همچنین، .m برای مختلف مقادیر با F ∈ R٣×m فریمهای و

١٢۵ . . . . . . . . . . است. شده ذکر جدول این در نیز است شده گزارش [٣٨] در که عددی،

پنج



فهرستاشکال

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٨۶] (MP) تطابق جستجوی الگوریتم ٢-١
و قدرمطلق بزرگترین با مؤلفهها از تا s انتخاب ، [.]s از منظور .[٩٣] CoSaMP الگوریتم ٢-٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. بقیه کردن صفر
یک نشاندهندهی ترتیب، به ،IDT و DT بلوکهای .[٨٨] IMAT الگوریتم بلوکی نمودار ٢-٣

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. آن عکس و تبدیل

و بوده تابع دامنه نشاندهندهی تیره منحنی شکل، این در پروکسیمال. عملگر مفهوم نمایش ١-۴
٣٧ . . . . . . . . . . . . .[٩۶] میدهند نشان را آن تراز سطوح از تعدادی کمرنگ منحنیهای
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معروف. تابع دو به مربوط پراکسیمال عملگر ٢-۴
۴۰ . . . . . . . . . . . . .y نقطهی در f̃(x,y) آن دوم مرتبهی تقریب و f هموار تابع نمایش ٣-۴

شده داده نشان شکل این در است (۴-١۵)آمده معادلهی در که FBS الگوریتم تکرارهای ۴-۴
f تابع روی گرادیان گام یک اعمال نتیجهی از است عبارت zk نقطهی شکل، این در است.

۴١ . . . . . . . . کنید. مراجعه متن به بیشتر توضیحات برای است. جلو به رو گام با متناظر که

۵٧ . . . . . سخت. آستانهگذاری تابع همراه (۵-١۶)به شده هموار صفر نُرم آستانهگذاری تابع ١-۵
۵٨ . . . . . . . . . . . . نرم. آستانهگذاری تابع همراه به شده هموار یک نُرم آستانهگذاری تابع ٢-۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(ISP) کردن تُنُکسازی-تصویر تکراری الگوریتم ٣-۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢۰-۵) مسألهی حل برای پیشنهادی الگوریتم ۴-۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ISP مختلف الگوریتمهای تکرار برحسب NMSE مقادیر ۵-۵
۶۶ . . . . . . . . . . .ISP مختلف الگوریتمهای تکرار شمارهی حسب بر جینی اندیس مقادیر ۶-۵

معرفی الگوریتم به مجهز یکبار که ISP-ℓ۰ الگوریتم اجرای زمان (ب) و NMSE مقادیر (آ) ٧-۵
σnoise = با برابر نویز سطح .۴-۵ شکل در پیشنهادی الگوریتم با یکبار و است [۵۰] در شده

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .s = ۵۰ و بوده ۰٫ ۰۰۵
.n = ١۰۰۰ طول تُنُکبه سیگنالهای بازیابی مختلفدر الگوریتمهای برای فاز گذر منحنیهای ٨-۵

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .δ ≜ m/n و ρ ≜ s/m شکل این در

شش



هفت اشکال فهرست
شدهاند رسم ٨-۵ شکل در که شکست نواحی از را موفقیتآمیز نواحی که فاز گذر منحنیهای ٩-۵
معیار .[۴٧] است شده رسم نیز LASSO الگوریتم برای فاز گذر تئوری منحنی میکنند. جدا

۶٩ . . . . . . . . . . است. بوده ۰٫ ۵ با برابر موفقیت نرخ شکست و موفقیت نواحی جداسازی
٧۰ .δ ≜ m/n (ب) و ρ ≜ s/m (آ) پارامترهای برحسب مختلف الگوریتمهای اجرای متوسط زمان ١۰-۵

اندازهگیری ۵۰۰ تعداد روی از ١۰۰۰ طول به تُنُک سیگنالهای بازیابی در NMSE مقادیر ١١-۵
غیرصفر میانگین (ج) بدحالت، (ب) تُنُک، (آ) اندازهگیری ماتریسهای از استفاده با تصادفی
الگوریتم نشاندهندهی ترتیب، به ،ISP-Hard2 و ISP-Hard1 شکل، این در کمرُتبه. (د) و
پیشنهادی کردن تصویر با و Robust-SL0 الگوریتم در پیشنهادی کردن تصویر با ISP-Hard

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند.
n = طول به فشردهپذیر سیگنالهای بازیابی در مختلف الگوریتمهای برای NMSE مقادیر ١٢-۵
میزان از معیاری که ،q پارامتر افقی محور گوسی. اندازهگیری m = ۵۰۰ روی از ١۰۰۰
معادل مقادیر راست، سمت عمودی محور در همچنین، میدهد. نشان را است، فشردهپذیری

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده داده نشان جینی ضریب
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .β مختلف مقادیر برای (۴١-۵) تابع نمودار ١٣-۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۴٢-۵) مسألهی حل برای پیشنهادی الگوریتم ١۴-۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۴٢-۵) مسألهی حل برای L0Soft پیشنهادی الگوریتم ١۵-۵

،s تُنُکی، مختلف مقادیر مختلف. الگوریتمهای برای دسیبل برحسب MSE متوسط مقادیر ١۶-۵
بازسازی و بوده n = ١۰۰۰ با برابر تُنُک سیگنالهای طول همچنین، است. شده گرفته نظر در

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده انجام گوسی اندازهگیری m = ۴۰۰ تعداد روی از
نرخ مختلف مقادیر برای و گوسی اندازهگیریهای روی از ٣٢× ٣٢ تصاویر بازسازی نتایج ١٧-۵

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .m/n نمونهبرداری،
٨۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلف. الگوریتمهای برای ثانیه) (برحسب متوسط زمان ١٨-۵
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۵٨-۵) مسألهی حل برای IPP پیشنهادی الگوریتم ١٩-۵
٨۵ .a مختلف مقادیر برای است شده (۵-۶٧)تعریف در که SCAD آستانهگذاری تابع نمودارهای ٢۰-۵

شکل، این در نرم. و سخت آستانهگذاری توابع همراه به SL0 آستانهگذاری نمودارهای ٢١-۵
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .σ = λ

√٢e
مقدار بهترین ،a مقدار هر برای بالا). (ردیف IPP-SCAD الگوریتم در a پارامتر تاثیر بررسی ٢٢-۵
نشان را تُنُک سیگنال در غیرصفر درایههای تعداد افقی محور است. شده داده نشان نیز w

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدهد. نشان را w پارامتر اثر نیز پائین ردیف میدهد.
وزن با حالت: دو در و متفاوت آستانهگذاری توابع با ISP و IPP الگوریتمهای مقایسهی ٢٣-۵

٩۰ . توپر). نمودارهای ،w = ۰) صفر وزن با و خطچین)، نمودارهای ،w = ۰٫ ٩۵) صفر مخالف
٩۰ نویز. بدون و نویزی حالت برای دیگر الگوریتمهای با IPP-SCAD الگوریتم عملکرد مقایسه ٢۴-۵

نمونهبرداری نرخ با مختلف الگوریتمهای توسط شده بازسازی تصاویر دیداری مقایسهی ٢۵-۵
با شده بازسازی تصویر اصلی، تصویر با: است متناظر ستون هر چپ، به راست از .δ = ۰٫ ۴

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .IPP(w = ۰٫ ٨۵) و ،IPP(w = ۰) ،SCSA-FIT الگوریتم

٩٩ . . . . . . . . . . دیکشنری. یادگیری مسألهی حل برای HighDim-DL پیشنهادی الگوریتم ١-۶



هشت اشکال فهرست
١۰١ . . . sketching ماتریس حالت دو و مختلف الگوریتمهای برای نمایش خطای نهایی مقادیر ٢-۶

SA از منظور شکل، این در .(٢٩-۶) مسألهی حل برای ،RINC-DL پیشنهادی، الگوریتم ٣-۶
١۰٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. دادهها تُنُک نمایش یافتن

SA از منظور شکل، این در .(٢٩-۶) مسألهی حل برای ،CINC-DL پیشنهادی، الگوریتم ۴-۶
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. دادهها تُنُک نمایش یافتن

مقادیر و پیشنهادی الگوریتمهای برای متقابل همبستگی و خطا نهایی مقادیر نمودارهای ۵-۶
،J = ٣ ،c = ۰٫ ٨۵ با است برابر پارامترها برای پیشفرض مقادیر آنها. پارامترهای مختلف
مقادیر به پارامترها بقیهی پارامترها، از کدام هر تاثیر بررسی برای .L٢ = ٢۰ ،ϵ = ۰٫ ۰۵

١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شدهاند. تنظیم خود پیشفرض
تنظیمات بقیهی آنها. پارامترهای مختلف مقادیر برحسب پیشنهادی الگوریتمهای اجرای زمان ۶-۶

١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. ۵-۶ شکل شبیه
الگوریتم دو برای یادگیریشده، دیکشنریهای متقابل همبستگی نمایشو خطای نهایی مقادیر ٧-۶
مشخص µmin با هم ولچ باند مقدار .λ پارمتر از توابعی بعنوان و RINC-DL و BSC-DL

١١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده
و اجرا، زمان ب) و نمایش خطای نهایی مقدار آ) برحسب مختلف الگوریتمهای مقایسهی ٨-۶

١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقابل. همبستگیهای مقادیر بازای
١٢١ . . . . . . . . . . . . . ناهمبسته. فریمهای طراحی برای IFD-AMPM پیشنهادی الگوریتم ٩-۶

IFD- و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCO الگوریتمهای تکرار برحسب متقابل همبستگی مقادیر ١۰-۶
١٢٣ . . . . . . . . . . . .٢۵× ١٢۰ ب) و ١۵× ١٢۰ آ) ابعاد با فریمهای طراحی برای AMPM



فهرستکلماتاختصاری

ADMM Alternating Direction Method of Multipliers

BP Basis Pursuit

CS Compressed Sensing

DCT Discrete Cosine Transform

EVD Eigenvalue Value Decomposition

FBS Forward Backward Splitting

IHT Iterative Hard Thresholding

IMAT Iterative Method with Adaptive Thresholding

IPP Iterative Proximal Projection

ISP Iterative Sparsification Projection

IST Iterative Shrinkage-Thresholding

MC Mutual Coherence

MOD Method of Optimal Directions

MP Matching Pursuit

MSE Mean Squared Error

NP Non Polynomial

OMP Orthogonal Matching Pursuit

RIP Restricted Isometry Property

SL0 Smoothed ℓ۰ (norm)

SNR Signal to Noise Ratio

SVD Singular Value Decomposition

نه



فصل١

پیشگفتار

عمده طور به مباحث این میکنیم. بررسی مختصر طور به را رساله این در بررسی مورد مباحث فصل، این در

سیگنالها از کارآمد و ساده توصیف یک تُنُک نمایش میگیرد. قرار دیکشنری یادگیری و تُنُک نمایش محور حول

دیکشنری اتمها، مجموعهی به .[۵٢] میکند فراهم میشوند، نامیده اتم که پایه، سیگنالهای از مجموعهی برحسب

بازیابی شامل عموماً که میگیرد قرار استفاده مورد تُنُک نمایش کاربردهای برای دیکشنری یادگیری میشود. گفته

آن طبق که میکند معرفی سیگنال برای مدل یک تُنُک نمایش واقع، در است. تصویر یا و سیگنال کیفیت بهبود یا و

جداسازی ،[۵٢] (نویززدائی) سیگنال از نویز جداسازی کیفیت، بهبود جمله از سیگنال پردازش عملیات میتوان

نمونههای روی از پزشکی تصاویر بازسازی و [١١۶] تصاویر بازسازی و نمونهبرداری ،[٣٧] شده ترکیب منابع

داد. انجام کلاسیک روشهای از بهتر عموما کیفیتی با را [٨١] آنها فوریهی حوزهی محدود

داده سیگنال یک y ∈ Rn کنید فرض دیکشنری، یادگیری و تُنُک نمایش بحث بر اجمالی مرور یک برای

تقریب صورت به تُنُک نمایش حال، باشد. Rn فضای در اتم m شامل معلوم دیکشنری یک D ∈ Rn×m و شده،

مسأله این میشود. تعریف D دیکشنری از اتم معدودی تعداد شامل خطی ترکیب یک حسب بر y سیگنال زدن

نوشت: زیر فرم به میتوان را
(P۰) : min

x
∥x∥۰ s.t. y = Dx, (١-١)

تُنُک نمایش بردار x ∈ Rm و میشمارد را ناصفر درایههای تعداد که بوده صفر شبهنُرم١ اصطلاحاً ∥.∥۰ آن، در که
١Pseudo norm

١



٢ پیشگفتار :١ فصل
چندجملهای١ زمان در فوق مسأله حل است، مشتقناپذیر و گسسته تابعی صفر شبهنُرم که این به توجه با است.

برای جایگزین زیادی تعداد نتیجه، در .[۴٢] است NP-hard مسأله این که است شده داده نشان و نبوده ممکن

اعمال برای مناسب نتیجه در و محدب و پیوسته توابعی یا و هستند مشتقپذیر یا که است شده معرفی تابع این

و است پیوسته و محدب که بوده یک نُرم توابع این معروفترین از یکی .[١٢١] هستند بهینهسازی الگوریتمهای

:[۵٢] میشود تبدیل زیر فرم به آن از استفاده با تُنُک نمایش بازیابی مسأله
(P١) : min

x
∥x∥١ s.t. y = Dx· (١-٢)

اگر است. استفاده مورد دیکشنری بالا، کیفیت و موفقیت برای کننده تعیین عامل یک تُنُک، نمایش کاربردهای در

تبدیل یا فوریه دیکشنری جمله از دارد، وجود منظور این برای زیادی شدهی پیشساخته از دیکشنریهای چه

مراتب به عملکرد دادهها خود روی از دیکشنری طراحی که است شده داده نشان اما ،(DCT) گسسته٢ کسینوسی

زیر صورت به دیکشنری یادگیری مسألهی نمائید). مراجعه ٣-٢ قسمت به بیشتر، جزئیات (برای [٣] دارد بهتری

میشود: فرمولبندی
min
D,X
∥Y −DX∥F subject to ∥xi∥۰ ≤ T۰, i = ١, . . . , L, (١-٣)

دارند. را دو نُرم بودن واحد قید دیکشنری ستونهای و است آموزشی دادههای حاوی ماتریس Y آن، در که

مسألهی حل بر مبتنی روشها این همهی اساس .[١١٨] شدهاند پیشنهاد مسأله این حل برای متنوعی الگوریتمهای

عبارت به است. دیگر متغیر روی هدف تابع حداقلسازی و متغیر یک گرفتن ثابت با تکراری بصورت فوق

استفاده (١-٣) حل برای زیر تکرارهای (D۰,X۰) اولیهی ضرایب ماتریس و دیکشنری یک از شروع با دقیقتر،

(k ≥ ۰) میشود Xk+١ = argminX ∥Y −DkX∥F subject to ∥xi∥۰ ≤ T۰, i = ١, . . . , L
Dk+١ = argminD ∥Y −DXk+١∥F subject to ∥di∥٢ = ١, i = ١, . . . ,m (۴-١)

اولی است. جدا مسألهی دو شامل خود دیکشنری یادگیری کلی مسألهی میشود، ملاحظه که همانطور

رسانی بهروز دوم، مسألهی است. فعلی دیکشنری از استفاده با آموزشی سیگنالهای تُنُک نمایش بازیابی مسألهی

دیکشنری یادگیری الگوریتمهای اصلی تفاوت واقع در است. تُنُک نمایشهای ماتریس از استفاده با دیکشنری

بازیابی الگوریتمهای بهینهسازی هم که آنجایی از .[١١٨] است دیکشنری رسانی بهروز مسألهی حل نحوهی در
١Polynomial time
٢Discrete Cosine Transform



٣ پیشگفتار :١ فصل
ضروری دیکشنری یادگیری الگوریتمهای کارآیی برای بهروزرسانی الگوریتمهای بهینهسازی هم و تُنُک نمایش

داشت. خواهیم تمرکز موارد این دوی هر روی رساله این در هستند،

هنوز اما است، شده ارائه تُنُک نمایش بازیابی و دیکشنری یادگیری برای متنوعی روشهای تاکنون اگرچه

کمینهسازی تُنُک، نمایش بازیابی حوزهی در دقیقتر، بعبارت میشود. احساس مؤثرتر و جدیدتر روشهای به نیاز

کمتر متناظر، مسألهی حل دشواری به توجه با صفر، نُرم تابع مانند تُنُکی، تشویقکنندهی نامحدب و ناهموار توابع

از بسیاری در بهتر عملکرد و تُنُکتر جوابهای به منجر توابعی چنین دیگر، طرف از است. گرفته قرار توجه مورد
پراکسیمال١ روشهای بر مبتنی الگوریتمهایی مشکل، این برای راهحلی بعنوان و رساله این در میشوند. کاربردها

نامحدب و ناهموار توابع کمینهسای دشوار مسألهی کارآمد شیوهای به پیشنهادی الگوریتمهای میشوند. ارائه

که ،[٩٢] (SL0) شده هموار صفر نُرم الگوریتم به نسبت روشنتری دید روشها این بعلاوه، میکنند. حل را

همگرایی اثبات یک ارائهی شامل موارد این میدهند. ارائه میکند، پیشنهاد صفر نُرم از نامحدب اما هموار تقریبی

تابع بین تابعی الگوریتم، این با متناظر آستانهگذاری تابع که است موضوع این دادن نشان و SL0 الگوریتم برای

تابع کمینهسازی برای دیگری جدید روش این، بر علاوه است. نَرم٣ آستانهگذاری تابع و سخت٢ آستانهگذاری

حل است. یک نُرم تابع مبنای بر صفر نُرم تابع معادل تعریف یک از استفاده بر مبتنی که میشود پیشنهاد صفر نُرم

این در اصلی هدف دو دیکشنری، یادگیری مورد در میشود. انجام پراکسیمال روشهای کمک به نیز مسأله این

پائین متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری برای کارآمدتری روشهای ارائهی اولی میشود. دنبال رساله

نیستند قادر نهایت در که میکنند استفاده تقریبهایی از منظور این برای موجود روشهای که، این توضیح است.

بین همبستگی کاهش و دادهها) به دیکشنری کردن وفق (قدرت نمایش خطای کاهش بین مطلوب مصالحهای

روشهایی رساله این در مشکل، این حل برای کنند. برقرار یکدیگر) به اتمها شباهت عدم (حداکثر آن اتمهای

با امر این میکنند. استفاده دیکشنری یادگیری در متقابل همبستگی تابع از مستقیم بصورت که میشوند معرفی

برای که میکند مواجه چالش با را دیکشنری یادگیری مسألهی حل متقابل، همبستگی تابع بودن ناهموار به توجه

تعمیم نیز حسگر ماتریسهای طراحی به را ایده این همچنین، میکنیم. استفاده پراکسیمال روشهای از منظور این

توزیعشدهی یادگیری برای کارآمدتری روشهایی ارائه میشود، پیگیری رساله این در که دومی هدف میدهیم.
١Proximal algorithms
٢Hard-thresholding
٣Soft-thresholding



۴ پیشگفتار :١ فصل
با تعامل در که است پردازنده چند بین آموزشی دادههای توزیع بر مبتنی روشها از دسته این است. دیکشنری١

تبادل بصورت تعامل این اما دارند. آموزشی دادههای کل برای واحد دیکشنری یک یادگیری در سعی یکدیگر،

یک مشکل، این رفع برای باشد. بالا میتواند آن حجم موارد بعضی در که است پردازندهها این بین اطلاعاتی

برای بعلاوه، میشود. انتقالی دادهی حجم کاهش باعث که میشود گرفته نظر در دیکشنری برای تُنُک ساختار

دادههای روی بُعد کاهش روشهای از پردازندهها، از یک هر روی شده انجام محاسبات میزان در بیشتر صرفهجویی

میشود. استفاده آموزشی

همراه به را سیگنالها تُنُک نمایش دوم، فصل در ابتدا که میشود دستهبندی شیوه این به رساله این مطالب

الگوریتمهای و دیکشنری یادگیری مسألهی مرور به سوم فصل میکنیم. مرور موجود الگوریتمهای از تعدادی

برای کارآمد روشهای بر داشت خواهیم مروری فصل این در همچنین، دارد. اختصاص زمینه این در موجود مهم

حل برای مهم ابزاری بعنوان را پراکسیمال الگوریتمهای چهارم فصل در سپس، بالا. ابعاد با دادههای پردازش

ویژهای اهمیت از الگوریتمها این میکنیم. مرور ماشین یادگیری و سیگنال پردازش بهینهسازی مسائل از بسیاری

رساله، ادامهی در هستند. آنها بر مبتنی پیشنهادی الگوریتمهای عمدهی که چرا هستند؛ برخوردار رساله این در

از الهام با فصل، این در دارد. اختصاص تُنُک نمایش بازیابی برای پیشنهادی الگوریتمهای معرفی به پنجم فصل

SL0 الگوریتم به نسبت که میشوند ارائه تُنُک نمایش بازیابی برای جدیدی الگوریتمهای ،SL0 الگوریتم ساختار

نیز و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای ششم فصل سپس، دارند. بهتری کیفیت و همگرایی سرعت

دادههای روی از دیکشنری یادگیری برای الگوریتمی ابتدا فصل، این در میکند. تشریح را حسگر ماتریس طراحی

الگوریتمهایی سپس، است. آنها توزیعی پردازش و دادهها بُعد کاهش بر مبتنی که میشود معرفی بالا ابعاد با

از است عبارت ماتریس یک متقابل همبستگی میشوند. ارائه کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری برای

نمایش بازیابی الگوریتمهای عملکرد موفقیت برای مهم پارامتری که آن ستونهای دوبهدوی بین همبستگی حداکثر

حجم موجود الگوریتمهای به نسبت پیشنهادی الگوریتمهای دید، خواهیم که همانطور است. سیگنالها تُنُک

مقایسه قابل خطای میزان با و کمتر متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری به منجر و داشته کمتری محاسبات

دارد. اختصاص آینده برای پیشنهادی کارهای و جمعبندی به هفتم فصل نهایت، در میشوند. دیگر الگوریتمهای با

است: شده زیر مقالات به منجر رساله این مطالب
١Distributed Dictionary Learning
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فصل٢

نمایشتُنُکسیگنال

مقدمه ٢-١

بازیابی مسألهی ابتدا میکنیم. مرور موجود الگوریتمهای از تعدادی همراه به را تُنُک نمایش فصل، این در

تعدادی ادامه، در میکنیم. مرور را جواب تُنُکترین یکتایی قضایای سپس کرده، بیان را سیگنال نمایش تُنُکترین

در میکنیم. مرور اختصار به شدهاند معرفی تاکنون که را سیگنالها تُنُک نمایش آوردن بدست الگوریتمهای از

در تحوّلی و تُنُک نمایش از مهم کاربرد یک که فشرده، حسگری بر داشت خواهیم مختصر مروری نهایت،

است. سیگنالها نمونهبرداری

مسأله معرفی ٢-٢
فرومعین١ y = Dx خطی معادلات دستگاه صورت این در بگیرید. نظر در m > n که را D ∈ Rn×m ماتریس

خطی معادلات دستگاه چنین به سیگنال پردازش مختلف مسائل در دارد. جواب بیشمار کلی حالت در و بوده

گونه این در .[۵٢] دارند قرار دسته این در معکوس٢ مسائل از بسیاری مثال، عنوان به برمیخوریم؛ فرومعینی

با نسخهی تنها ما و یافته شکل تغییر D خطی تبدیل تحت که هستیم x مطلوبِ سیگنال یافتن دنبال به ما مسائل،

داریم. اختیار در را ، y یعنی آن، شدهی تخریب احتمالاً و پائین تفکیکپذیری
١Underdetermined
٢Inverse problems

۶



٧ سیگنال تُنُک نمایش :٢ فصل
است مهم ما برای آنچه امّا دارد، جواب بیشمار کلی حالت در شده ذکر فرومعین خطی معادلهی اگرچه

فرد به منحصر ویژگی یک که کرد انتخاب را جوابی میتوان کاربرد به بسته است. جوابها این از یکی تنها

دستگاه این تنظیم١ همان خاص ویژگی با جواب یک انتخاب انرژی. حداقلِ با جواب مثال، عنوان به باشد. داشته

بدست برای باشد، ما نظر مورد ویژگی کنندهی تشویق J : Rm 7−→ R تابع اگر دقیقتر، عبارت به است. معادلات

کنیم: حل را زیر مسألهی باید جواب این آوردن
PJ : min

x
J(x) subject to y = Dx. (٢-١)

توجه .[۵٢] است تیخونوف٢ معروف تنظیم همان این . J(x) = ∥x∥٢٢ داریم انرژی حداقل با جوابِ مثال در

ما مطلوب امّا کاربردها از بسیاری در است. یکتا جواب این نتیجه در و بوده محدّب مسأله حالت این در که کنید

به میتوان کاربردها این جملهی از باشد. داشته صفر) نزدیک خیلی (یا صفر درایهی ممکن حد تا که است جوابی

صحبت سیگنال و تصویر جمله از طبیعی سیگنالهای از بسیاری علاوه، به .[٢۴] کرد اشاره دادهها فشردهسازی

(تعداد ظاهری بُعدِ از کمتر خیلی آنها واقعی بُعدِ دیگر عبارت به دارند؛ تُنُک نمایشی مناسب دیکشنری یک در

مسائل در سیگنالها این بازیابی برای مناسب نشانهای میتواند خود این است. آنها بُرداری) نمایش در مؤلفهها

باشد. نویززدائی جمله از معکوس

کنیم: حل را زیر مسألهی باید جواب، تُنُکترین آوردن بدست برای
P۰ : min

x
∥x∥۰ subject to y = Dx, (٢-٢)

(٢-٢) مسألهی است. x صفر غیر درایههای تعداد نشاندهندهی ∥x∥۰ ≜ |supp(x) = {i : xi ̸= ۰} | آن در که

یک مستلزم مسأله این حل این، بر علاوه و بوده مشتقناپذیر و ناهموار ∥x∥۰ تابع طرفی از و است محدّب غیر

درایهی s با جوابی کردن پیدا برای دیگر، عبارت به نیست. امکانپذیر بالا ابعاد در که است ترکیبیاتی جستجوی

جایگزینهای از یکی کنیم. بررسی را D از ماتریس زیر N =
(
m
s

) تعداد حالت بدترین در است لازم صفر، غیر

در و گوناگونی الگوریتمهای با میتوان را حاصل مسألهی و بوده محدّب که است یک نُرمِ تابع، این برای جالب

است صفر نُرم شبه تابع به محدّب تابع نزدیکترین حقیقت در یک نُرم تابع .[٣۴] نمود حل چندجملهای زمان

داریم: را زیر مسألهی نهایت در .[۵٢]
P١ : min

x
∥x∥١ subject to y = Dx. (٢-٣)

١Regularization
٢Tykhonov



٨ سیگنال تُنُک نمایش :٢ فصل
است ۰ ≤ p ≤ ١ با J(x) = ∥x∥pp =

∑
i |xi|p بصورت بودن تُنُک کنندهی تشویق توابع از دسته یک کلّی، طور به

و نداشته را نُرم تابع یک خواص همهی توابع این بقیهی است، یک نُرم با متناظر که p = ١ استثنای به .[٣١ ،۵٩]

است: زیر فرم به متناظر مسألهی انتخاب، این با میشوند. خوانده نُرم» «شبهِ عموماً
Pp : min

x
∥x∥pp subject to y = Dx. (۴-٢)

با y اندازهگیریهای که هنگامی یعنی اندازهگیری، نویز حضور در که است ضروری نکته این به توجه انتها، در

[۴۵] میشوند حل زیر نویز به مقاوم مسائل شدهاند، جمع گوسی) (عموما نویز یک
P ϵ۰ : min

x
∥x∥۰ subject to ∥y −Dx∥٢ ⩽ ϵ, (۵-٢)

و
P ϵ١ : min

x
∥x∥١ subject to ∥y −Dx∥٢ ⩽ ϵ. (۶-٢)

.[۵٢] است نویز سطح به وابسته پارامتری ϵ > ۰ آن، در که

جواب تُنُکترین یکتایی ٢-٣

قضیهی ابتدا میکنیم. بیان [۵٢] از نقل به را سیگنال نمایشیک تُنُکترین یکتائی به مربوط قضایای قسمت، این در

فضای توصیف برای روشی ماتریس یک اسپارک میکنیم. بیان دیکشنری اسپارک١ مفهوم از استفاده با را یکتائی

که آن از ستونهائی تعداد کمترین از است عبارت ماتریس یک اسپارک تعریف، طبق است. ماتریس آن پوچ٢

میشود: بیان زیر صورت به یکتائی قضیهی تعریف، این با خطیاند. وابستهی

لزوماً آنگاه کند، صدق ∥x∥۰ < spark(D)/٢ شرط در y = Dx فرومعینِ دستگاه از جوابی اگر ٢-١ قضیه
بود. خواهد معادلات دستگاه این جواب تُنُکترین

ترکیبیاتی جستجوی یک نیازمند خود ماتریس یک اسپارک آوردن بدست برمیآید، فوق تعریف از که همانطور

استفاده ساده بسیار راه یک داریم. نیاز جواب تُنُکترین یکتائی تضمین برای سادهتری روشهای به بنابراین است.

است عبارت ماتریس یک متقابل همبستگی تعریف، طبق .[۴۶] است دیکشنری اتمهای بین متقابل٣ همبستگی از

ماتریس برای متقابل همبستگی ریاضی، بیان به آن. متمایز ستونهای بین همبستگی ضریب مطلق قدر ماکسیمم از
١Spark
٢Null-space
٣Mutual-coherence



٩ سیگنال تُنُک نمایش :٢ فصل
میشود: تعریف زیر صورت به A

µ(A) = max
i ̸=j

|aTi aj |
∥ai∥٢∥aj∥٢

(٢-٧)

میتوان است. ماتریس یک ستونهای بین خطّی وابستگی ارزیابی برای کمیّتی متقابل، همبستگی ترتیب، این به

.[۵٢] است spark(A) ⩾ ١+١/µ(A) بصورت ماتریس یک متقابل همبستگی و اسپارک بین رابطهی که داد نشان

میشود: بیان زیر بصورت دیکشنری متقابل همبستگی از استفاده با یکتائی قضیهی

لزوماً آنگاه کند، صدق ∥x∥۰ < ١
٢ (١ + ١/µ(D)) شرط در y = Dx فرومعینِ دستگاه از جوابی اگر ٢-٢ قضیه

بود. خواهد معادلات دستگاه این جواب تُنُکترین

مسألهی دلیل، همین به است. NP-hard مسألهی یک و داشته ترکیبیاتی ماهیتی P۰ مسألهی شد، اشاره که همانطور

شرط در y = Dx از جوابی اگر که است شده داده نشان .[٣۴] شد معرفی است حل قابل و بوده محدّب که P١

این در دیگر، عبارت به ؛ P١ مسألهی جواب هم و است P۰ مسألهی جواب هم آنگاه کند، صدق ٢-٢ قضیهی

و xϵ۰ با ترتیب به را (۶-٢) و (۵-٢) مسائل جواب اگر نویز، حضور در .[۴۴] معادلاند مسأله دو این وضعیت

میکند، صدق y۰ = Dx۰ در که را x۰ اصلی سیگنال با جوابها این رابطهی زیر قضایای آنگاه دهیم، نشان xϵ١

:[۴۵] میسازند مشخص

آنگاه ∥x۰∥۰ = s < ١
٢ (١+ ١/µ(D)) اگر اینصورت در بگیرید. نظر در را y۰ = Dx۰ تمیز سیگنال ٢-٣ قضیه

∥xϵ۰ − x۰∥٢ ⩽
ϵ+ δ√١− µ(D)(٢s− ١) , ∀ϵ ⩾ δ > ۰ (٢-٨)

آنگاه ∥x۰∥۰ = s < ١
۴ (١+ ١/µ(D)) اگر اینصورت در بگیرید. نظر در را y۰ = Dx۰ تمیز سیگنال ۴-٢ قضیه

∥xϵ١ − x۰∥٢ ⩽
ϵ+ δ√١− µ(D)(۴s− ١) , ∀ϵ ⩾ δ > ۰ (٢-٩)

تُنُک، نمایش تئوری بحث در مهم و قوی ابزار یک اسپارک، و متقابل همبستگی بر علاوه که است ذکر به لازم

(۰ ≤ δk < ١) δk ثابت با RIP ،A ∈ Rn×m ماتریس میگوئیم است. [٢۵] (RIP) شده١ محدود همسانی ویژگی

[٢۵] باشیم داشته x ∈ Rm غیرصفر) درایهی k حداکثر با (یعنی k-تُنُک بردار هر برای هرگاه میکند ارضا را
(١− δk) · ∥x∥٢٢ ≤ ∥Ax∥٢٢ ≤ (١+ δk) · ∥x∥٢٢ (١۰-٢)

که این تعیین اما است، RIP مبنای بر مختلف الگوریتمهای برای بازیابی تضمینهای از بسیاری که این وجود با

.[١١٧] است NP-hard مسألهی یک است، چقدر شده داده ماتریس یک برای RIP ثابت
١Restricted isometry property
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تُنُک نمایش بازیابی الگوریتمهای ۴-٢

.[۵٢ ،١٢١] است شده معرفی نمایشیکسیگنال تُنُکترین بدستآوردن برای زیادی الگوریتمهای اخیر دههی طی

و آستانهگذاری بر مبتنی روشهای حریص، الگوریتمهای کرد: تقسیم کلّی دستهی سه به میتوان را الگوریتمها این

همبستگی بیشترین که را اتم چند یا یک قدم، به قدم صورت به حریص الگوریتمهای صفر. نُرم تقریب روشهای

میکنند. بهروز را باقیمانده این آنها از استفاده با و کرده انتخاب دارند سیگنال نمایش به مربوط باقیماندهی با

و دومِ دستهی است. دیکشنری اتمهای از استفاده با سیگنال مرحلهی به مرحله تخمین بر مبتنی روشها این اساس

به مقاوم نسخهی (یا (٢-١) مسألهی آن کلّی حالت که است بهینهسازی مسألهی یک حل هدفشان الگوریتمها سوم

هزینهی امّا هستند؛ سریعتر الگوریتمها دیگر گروه دو به نسبت حریص الگوریتمهای کلّی، طور به است. آن) نویز

مرور اختصار به را الگوریتمها این از تعدادی بعد، قسمت در است. الگوریتمها این کمتر دقّت بالا، سرعت این

میکنیم.

حریص روشهای ١-۴-٢

اتمی عنوان به را اتم یک تنها گام هر در اول دستهی کرد: تقسیم کلّی دستهی دو به میتوان حریصرا الگوریتمهای

انتخاب را اتم یک از بیش دوم دستهی میکنند. انتخاب دارد سیگنال نمایش باقیمانده به را شباهت بیشترین که

اضافه مجموعه این به را جدیدی اتمهای یا کرده حذف را اتمها این از تعدادی الگوریتم پیشروی طی سپس کرده،

دستهی در [١٢٧] ۴GOMP و ٣CoSaMP الگوریتمهای و اول، دستهی در ٢OMP و ١MP الگوریتمهای میکنند.

دارند. قرار دوم

MP الگوریتم ١-١-۴-٢

در شد. معرفی [٨۶] در و اتمی تجزیهی برای روشی عنوان به MP اختصار به یا تطابق جستجوی الگوریتم

را فاصله) کمترین دیگر بیان به (یا شباهت بیشترین که میشود انتخاب اتمی قدم به قدم بصورت الگوریتم، این
١Matching Pursuit
٢Orthogonal Matching Pursuit
٣Compressive Sampling Matching Pursuit
۴Generalized OMP
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D اتمهای برحسب y تُنُک نمایش محاسبهی هدف: •
x۰ = ۰ و r۰ = y اولیه: مقداردهی •

بده: انجام توقف شرط به رسیدن تا را زیر گامهای و k = ١ بده قرار الگوریتم: شروع •
ck = DT rk−١ باقیمانده: با اتمها همبستگی محاسبهی .١

ik = argmaxi |cki | اتم: بهترین انتخاب .٢
xkik = xk−١

ik
+ ckik تُنُک: نمایش کردن بهروز .٣

rk = rk−١ − ckikdik باقیمانده: کردن بهروز .۴
١ گام به برگرد و k = k+ ١ بده قرار است، نشده برآورده توقف شرط اگر توقف: شرط کردن چک .۵

xk خروجی: •

.[٨۶] (MP) تطابق جستجوی الگوریتم :٢-١ شکل

از بعدی قدمهای در سپس و بوده سیگنال خود اول قدم در باقیمانده این دارد. سیگنال نمایش باقیماندهی با

رسیدن یا حریص) الگوریتمهای سایر (و الگوریتم این توقف معیار میآید. بدست آن تقریب با سیگنال تفاضل

سیگنال نمایش در اتمها تعداد حداکثر معیار یا و شده تعیین پیش از حد یک به نمایش) خطای (یا باقیمانده نُرم

است. شده آورده ٢-١ شکل در الگوریتم این کُد شبه است.

OMP الگوریتم ١-٢-۴-٢

شبیه الگوریتم این اساس است. شده معرفی [٩٨] در که است حریص الگوریتمهای از دیگر یکی OMP الگوریتم

خلاف بر الگوریتم این در میشود. آن عملکرد زیاد بهبود به منجر که مهم تفاوت یک با ولی است MP الگوریتم

تا شده انتخاب اتمهای توسط شده تولید زیرفضای روی سیگنال تُنُک، نمایش کردن بهروز برای ،MP الگوریتم

اندیس حاوی Γk آن در که xk = D†
Γky داریم ٢-١ شکل ٣ گام در دیگر، عبارت به میشود. تصویر مرحله، آن

حجم کار این که کنید توجه .rk = rk−١ −Dxk داریم نیز ۴ گام در شدهاند. انتخاب گام آن تا که است اتمهائی

شایان میکند. پیدا زیادی بهبود آن عملکرد ولی میدهد؛ افزایش MP الگوریتم به نسبت را الگوریتم این محاسبات

تنها انتخاب جای به ،[١٢٧] است OMP الگوریتم از تعمیمیافته نسخهی یک که ،GOMP الگوریتم که است ذکر

الگوریتم به نسبت الگوریتم این که است شده داده نشان میکند. انتخاب اتم یک از بیش تکرار، هر در اتم یک

.[١٢٧] است بهتر آن جوابهای کیفیت و داشته سریعتری همگرایی OMP
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D دیکشنری در y سیگنال از s-تُنُک نمایش یک محاسبهی هدف: •
x۰ = ۰ و r۰ = y اولیه: مقداردهی •

بده: انجام توقف شرط به رسیدن تا را زیر گامهای و k = ١ بده قرار الگوریتم: شروع •
ck = DT rk−١ باقیمانده: با اتمها همبستگی محاسبهی .١

Ω = supp([ck]٢s) باقیمانده: به شباهت بیشترین با اتم ٢s انتخاب .٢
T = Ω ∪ supp(xk−١) قدیم: اتمهای با جدید اتمهای اندیس ترکیب .٣

xk
T c = ۰ و xk

T = D†
Ty تُنُک: نمایش از اولّیه تخمین .۴

xk = [xk]s تُنُک: نمایش نهائی تخمین .۵
rk = y −Dxk باقیمانده: کردن بهروز .۶

١ گام به برگرد و k = k+ ١ بده قرار است، نشده برآورده توقف شرط اگر توقف: شرط کردن چک .٧
xk خروجی: •

کردن صفر و قدرمطلق بزرگترین با مؤلفهها از تا s انتخاب ، [.]s از منظور .[٩٣] CoSaMP الگوریتم :٢-٢ شکل
است. بقیه

CoSaMP الگوریتم ١-٣-۴-٢

هر در که اتمی ،OMP و MP الگوریتم دو مانند گام، هر در اتم یک تنها انتخاب بر مبتنی حریص الگوریتمهای در

این اگر دیگر، عبارت به دارد. حضور سیگنال تُنُک نمایش در الگوریتم پایان تا قطع طور به میشود، انتخاب گام

جوابهای به منجر نتیجه در و داشته وجود الگوریتم پایان تا آن اثر کنند، اشتباه اتم یک انتخاب در الگوریتمها

زیاد دیکشنری اتمهای بین (شباهت) همبستگی که زمانی خصوص به اشتباه این بروز احتمال میشود. نادرست

مشکل، این بر غلبه برای راهحل یک است. الگوریتمها از دسته این «حرصزیاد» دلیل به امر این میرود. بالا است،

استفاده سپس و سیگنال، تُنُک نمایش در حضور کاندید عنوان به اتمها، بهترین انتخاب گامِ در اتم چندین انتخاب

به قبل قسمت در که GOMP الگوریتم بر علاوه است. سیگنال نمایش کردن بهروز برای اتمها این از تعدادی از

الگوریتم این .[٩٣] میدهد انجام را کار این که است روشهائی از دیگر یکی CoSaMP الگوریتم شد، اشاره آن

باید s مقدار دیگر، عبارت به میآورد. بدست سیگنال از صفر، غیر مؤلفهی s با حداکثر یعنی نمایشs-تُنُک، یک

به s ≤ n/(٢ log(١ +m/s)) رابطهی از میتوان است، شده پیشنهاد [٩٣] در که همانطور چند هر باشد؛ معلوم

است. شده آورده ٢-٢ شکل در الگوریتم این کُد شبه کرد. استفاده s از تخمینی عنوان
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آستانهگذاری روشهای ٢-۴-٢

مرور هستند، آستانهگذاری بر مبتنی که تُنُک، نمایش بازیابی معروف الگوریتمهای از تعدادی قسمت، این در

میدهند. نشان خود از مطلوبی عملکرد و داشته ساده ساختاری عموماً الگوریتمها این میشوند.

IDE الگوریتم ٢-١-۴-٢

دارد سعی که است آستانهگذاری الگوریتمهای اولین از یکی (IDE) پیدرپی١ آشکارسازی-تخمین الگوریتم

در .[۴ ،۵] کند پیدا زدن تخمین و آشکارسازی گام دو متوالی انجام با را y = Dx معادلهی جواب تُنُکترین

آستانهی سطح یک به (نسبت کوچکی دامنهی که آنهایی یعنی جواب، غیرفعال٢ درایههای آشکارسازی، مرحلهی

را تُنُک جواب از k مرحلهی تخمین و ، I با را اندیسها این مجموعهی اگر میشوند. شناسایی دارند، مشخص)

[۵] داریم اینصورت در دهیم، نشان xk با
I =

{١ ≤ i ≤ m : gi(y,x
k) < ϵk+١

}
, (٢-١١)

میدهد. نشان را xk بردار اُم i درایهی xik و بوده آستانهگذاری تابع gi(y,xk) ≜ |dT
i (y−

∑
j ̸=i x

k
i dj)| آن، در که

زیر برداری فرم به میتوان را آستانهگذاری تابع میدهد. نشان را اُم (k+ ١) تکرار آستانهی سطح ϵk+١ همچنین،

g(y,xk) = |xk +DT (Dxk − y)| (٢-١٢)

یک آستانه، سطوح برای میکنند. عمل درایهبهدرایه بصورت g تابع و قدرمطلق تابع آن، در که ،[۴] نوشت هم

آوردن بدست برای زیر مسألهی غیرفعال، اندیسهای شناسایی از بعد .[۵] میشود گرفته نظر در کاهشی دنبالهی
میشود٣ حل سیگنال جدید تخمین xk+١

Ic = argminxα
∥y −Dαxα∥٢ = (DT

αDα)
−١DT

αy (|I| ≤ n)

xk+١
I = ۰ (٢-١٣)

میدهد، نشان را Ic در موجود اندیسهای به محدود xk+١ درایههای xk+١
Ic بوده، I مکمل مجموعهی Ic آن، در که

سیگنال فوق، مسألهی حل با واقع، در دارد. وجود Ic در آنها اندیس که است D از ستونهایی تنها شامل Dα و
١Iterative Detection-Estimation
٢Inactive entries

انجام x حوزهی در را کردن تصویر که است شده پیشنهاد [۵] در تخمین مرحلهی انجام برای نیز دیگری روش که است ذکر به ٣لازم
میدهد.
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از است عبارت نهایی الگوریتم .[۵] میشود تصویر Dα ماتریس ستونهای توسط شده ایجاد زیرفضای روی y

.(٢-١٣) و (٢-١١) متوالی انجام

IST الگوریتمهای ٢-٢-۴-٢

آستانهگذاری-انقباض١ تکراری الگوریتمهای به معروف آستانهگذاری، بر مبتنی الگوریتمهای از دیگری نمونهی

دارند: زیر مقیّد غیر مسألهی حل در سعی که هستند [۵٣ ،۴١] (IST)

min
x
f(x) =

١
٢∥y −Dx∥٢٢ + λ∥x∥١, (١۴-٢)

مقادیر دیگر، عبارت به است. نمایش خطای و بودن تُنُک میزان بین مصالحهی نشاندهندهی λ > ۰ آن در که

m به فوق مسألهی تبدیل الگوریتمها این کلّی ایدهی میشود. تُنُکتری نمایشهای به منجر پارامتر این بزرگتر

میشود: اضافه فوق هدف تابع به زیر جملهی منظور، این برای است. مسائل این حل سپس و اسکالر مسألهی
d(x,x۰) =

c

٢∥x− x۰∥٢٢ −
١
٢∥Dx−Dx۰∥٢٢ (١۵-٢)

تابع صورت این در شد. مشخصخواهد ادامه در x۰ بُردار نقش است. ثابت عدد یک c ≥ λmax(D
TD) آن در که

تبدیل جمله، این کردن اضافه از هدف که کنید توجه .f̃(x,x۰) = f(x) + d(x,x۰) از است عبارت جدید هدف

کردن ساده با راحتی به موضوع این شود؛ جداپذیر x بُردار مؤلفههای حسب بر که است گونهای به هدف تابع

جواب دو نزدیکی از معیاری جمله این میبینیم، ادامه در که همانطور علاوه، به است. مشاهده قابل f̃(x,x۰) تابع

برای . x → x۰ ⇒ f̃(x,x۰) → f(x) دیگر، عبارت به .[۴١] است (١۴-٢) مسألهی تکراری حل در متوالی

میکنیم. حل x برای را حاصل معادلهی و میدهیم قرار صفر برابر را آن مشتق ،f̃(x,x۰) تابع مینیمم آوردن بدست

کرد. استفاده آن زیر-گرادیان٢ از باید نیست، مشتقپذیر قدرمطلق تابع چون که است ضروری نکته این به توجه

میرسیم: زیر معادلهی به ترتیب این به
x− z۰ +

λ

c
sgn(x) = ۰, (١۶-٢)

f̃(x,x۰) تابع سراسری کنندهی مینیمم که نهائی جواب نهایت، در است. z۰ = ١
cD

T (y −Dx۰) + x۰ آن در که

میآید: بدست زیر بصورت است
xopt = Sλ

c
(z۰), (٢-١٧)

١Iterative Shrinkage-Thresholding
٢Sub-gradient
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میشود: تعریف زیر بصورت و کرده عمل مؤلفه به مؤلفه که است نَرم١ آستانهگذاری تابع Sλ(.) آن در که

Sλ(a) =


a+ λ a ≤ −λ

۰ |a| ≤ λ

a− λ a ≥ λ

. (٢-١٨)

بدست بسته فُرم به سراسری مینیممکنندهی یک آن برای که شد تبدیل جدید تابعی به اصلی هدف تابع اینجا، تا

آوردن بدست برای که طوری میشود؛ مینیمم تکراری صورت به f(x) تابع ،(١۴-٢) مسألهی حل برای حال آمد.

میشود: خلاصه زیر بصورت عملیات این میشود. مینیمم x روی x۰ = xk انتخاب با f̃(x,x۰) تابع ، xi+١

xk+١ = Sλ
c
(
١
c
DT (y −Dxk) + xk) (٢-١٩)

Majorizationروش یا جایگزین٢ روشتابع به ،f(x) تابع بهینهکردن برای f̃(x,x۰) تابع از استفاده یعنی فوق، ایدهی

نکتهی کنید. مراجعه [۵٢ ،۴١] به الگوریتم این دربارهی بیشتر جزئیات برای است. معروف Minimization (MM)

را فوق مراحل و کرده استفاده صفر نُرم از یک نُرم جای به ،(١۴-٢) مسألهی در اگر که است این دیگر ذکر قابل

بصورت سخت آستانهگذاری تابع که میرسیم [١٨] (IHT) پیاپی٣ سخت آستانهگذاری الگوریتم به کنیم، تکرار

میشود: تعریف زیر
Hλ(x) =

 x |x| ≥
√٢λ

۰ |x| <
√٢λ . (٢۰-٢)

داشت خواهیم IHT الگوریتم برای c = ١ انتخاب با باشد، λmax(D
TD) = ١ اگر که است ذکر به لازم

xk+١ = Hλ(D
T (y −Dxk) + xk). (٢-٢١)

میشود آستانهگذاری IHT در که رابطهای که دید میتوان (٢-١٢) آستانهگذاری تابع با فوق رابطهی مقایسهی با

الگوریتم دو این رهیافت حال، این با میشود. اعمال آن روی بر آستانه تابع IDE الگوریتم در که است همانی

است. متفاوت تخمین بهروزرسانی برای

IMAT الگوریتم ٢-٣-۴-٢

آستانهگذاری با تکراری الگوریتم به معروف میگیرد، قرار آستانهگذاری الگوریتمهای دستهی در که دیگری الگوریتم

شده رسم ٢-٣ شکل در آن بلوکی نمودار که الگوریتم، این .[٨٨ ،٨٧ ،٨٩ ،٩] است ،IMAT اختصار به یا وفقی۴،

این به IMAT الگوریتم اساس میشود. استفاده فشرده یا تصادفی نمونههای روی از سیگنالها بازسازی برای است،
١Soft-thresholding function
٢Surrogate function
٣Iterative hard-thresholding
۴Iterative Method with Adaptive Thresholding (IMAT)
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و تبدیل یک نشاندهندهی ترتیب، به ،IDT و DT بلوکهای .[٨٨] IMAT الگوریتم بلوکی نمودار :٢-٣ شکل
هستند. آن عکس

اطلاعات، حوزهی و تُنُک حوزهی یک به رفتن با تکراری، بصورت را جواب از اولیه تخمین یک که است ترتیب

ادامه، در و طبیعی، تصاویر برای DCT تبدیل مانند تُنُککننده تبدیل یک اعمال با تُنُک، حوزهی در میکند. بهروز

مورد تبدیل عکس از استفاده با سپس، میشود. انجام تُنُکسازی عملیات تبدیل، ضرایب روی سخت آستانهگذاری

مجموعهی روی یافته تبدیل سیگنال موجود، اطلاعات با مطابقت برای و برگشته اصلی حوزهی به دوباره استفاده،

تکرارهای طول در نمایی صورت به آستانه پارامتر تبدیل، ضرایب تُنُکسازی برای میشود. تصویر اطلاعات مجاز

بعلاوه، است. شده استفاده نیز IDE الگوریتم در قبلاً آستانه، سطح کاهش یعنی ایده، این میشود. کم الگوریتم

الگوریتم است. ،(٢۰-٢) رابطهی یعنی سخت، آستانهگذاری برمبنای IHT الگوریتم مشابه IMAT آستانهگذاری

دارد. محاسباتی پیچیدگی نظر از هم و بازسازی کیفیت نظر از هم خوبی، بسیار عملکرد IMAT

صفر نُرم تقریب روشهای ٣-۴-٢

تابع تقریب روشها این کلی ایدهی .[٩٢ ،٨۴] دارند P۰ مسألهی مستقیم حل در سعی الگوریتمها سوم دستهی

الگوریتمها، این ترین معروف از یکی است. مشتقپذیر و هموار تابع یک با صفر نُرم مشتقناپذیر و ناهموار

میکند: استفاده زیر تابع از تُنُکی کنندهی تشویق تابع عنوان به الگوریتم این است. [٩٢] ١SL0 الگوریتم
J(x;σ) =

∑
i

(١− fσ(xk)) =
∑
i

(١− exp(
x٢k
٢σ٢ )), (٢-٢٢)

صفر نُرم شبه تابع از مشتقپذیر و هموار تقریبی تابع، این که کنید توجه است. تنظیم پارامتر یک σ > ۰ آن، در که

شبه از خوبی تقریب کوچک خیلی های σ بازای توضیح، این با . ∥x∥۰ = limσ→۰ J(x;σ) داریم همچنین، است.
١Smoothed L0
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بر مبتنی الگوریتمهای با را متناظر بهینهسازی مسألهی میتوان براحتی و بوده مشتقپذیر که میآید بدست صفر نُرم

زیادی تعداد حالت این در J(x;σ) تابع که است این دارد وجود که مشکلی کرد. حل ١SD الگوریتم مثل گرادیان،

[٩٢] در که راهحلی است. زیاد نامطلوب عموماً مینیممهای این در الگوریتم توقف امکان داشته، محلّی مینیمم

بعلاوه، و تکراری صورت به متناظر مسائل حل و σ مقادیر از کاهشی دنبالهی یک از استفاده است، شده پیشنهاد

این .([۵٧] میشود گفته گرم٢ شروع آن به (که است قبلی مسألهی نهائی جواب از استفاده با مسأله هر شروع

در الگوریتم توقف احتمال اگرچه وضعیت این در .[١٧] است معروف ٣GNC یا تدریجی» تحدّب «عدم به ایده

همگرائی به تضمینی لذا و بوده غیرمحدّب همچنان کلّی مسألهی ولی میشود؛ کاسته نامطلوب محلّی مینیمم یک

این است، شده داده نشان [٩٢] در که همانطور حال، این با ندارد. وجود سراسری حداقلکنندهی جواب یک به

دارد. بالائی نسبتاً دقّت و سرعت الگوریتم

فشرده حسگری بر مقدمهای ۵-٢

شد. معرفی [۴٣ ،٢۵] در بار نخستین که است دادهها از نمونهبرداری و ضبط برای نوین روشی فشرده۴ حسگری

کامل بازسازی برای میکند بیان که است، شانون-نایکوئیست۵ نظریهی بر مبتنی نمونهبرداری کلاسیک روشهای

اساس باشد. آن در موجود فرکانس بزرگترین برابر دو اندازهی به حداقل باید نمونهبرداری نرخ سیگنال، یک

در زلزله سیگنالهای و صوت تصویر، جمله از سیگنالها از بسیاری که است استوار نکته این بر فشرده حسگری

که میکند بیان فشرده حسگری اساس، این بر هستند. فشردهپذیر۶ یا تُنُک دیکشنری)، یک (یا معین پایهی یک

آن باند پهنای از کمتر خیلی میتواند پیوسته سیگنال یک زمانِ) واحد در موجود اطلاعات (میزان اطلاعاتِ نرخ

است. آن (محدود) طولِ از کمتر خیلی گسسته سیگنال یک آزادی درجات تعداد یا باشد،

زیادی حجم ابتدا که میکنند ترتیبعمل این به عکاسی، دوربین مانند داده، انتقال) (و ضبط متداول ابزارهای

روشهای مانند سازی، فشرده روش یک کمک به سپس کرده، ضبط را شانون-نایکوئیست) تئوری (طبق داده از
١Steepest Descent
٢Warm start
٣Graduated Non-Convexity
۴Compressed Sensing
۵Shannon-Nyquist

مییابد. کاهش نمائی طور به پایه آن در آنها ضرایب دامنهی که معنی این ۶به
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میشود، ضبط زیاد طول با دادهای ابتدا بهتر، عبارت به میدهند. کاهش را داده حجم تبدیل١، حوزهی کُدینگ

انجام گذاری آستانه ضرایب روی آنجا در شده، منتقل ویولت) تبدیل از استفاده با (مثلاً دیگر حوزهای به سپس

است ناکارآمد زیر دلایل به امّا روش این میشوند. کُد آنها موقعیت همراه به باقیمانده ضرایب نهایتاً و میشود،

بسیار تصویربرداری، مانند کاربردها، از بسیاری در میشود ضبط که سیگنال اولیهی نمونههای تعداد اولاً، .[١٣]

ضرایب همهی باید ثانیاً، میشود. ظریفتر حسگرهای از استفاده دلیل به زیاد هزینهی به منجر خود که است زیاد

بر علاوه همچنین، میشوند. داشته نگه آنها از کمی تعداد تنها نهایتاً اگرچه شوند؛ محاسبه کردن کُد برای تبدیل

اندازهگیری سیستم یک مشکلات، این بر غلبه برای فشرده حسگری شود. کُد باید نیز آنها موقعیت ضرایب، مقدار

«اطلاعات تنها دیگر، عبارت به میدهد؛ انجام نیز را فشردهسازی عمل همزمان که میکند معرفی داده) ضبطِ (یا

پزشکی، تصویربرداری جمله از کاربردها از بسیاری در فشرده حسگری میگیرد. اندازه را سیگنال در موجود مفید»

میکند. ایفا اساسی نقشی ،[٨١] ٢MRI روش خصوص به

یعنی است؛ s s-تُنُک نمایش دارای Ψ = {ψi}
m
i=١ پایهی در که بگیرید نظر در را x ∈ Rm سیگنال

n≪ m تعداد ،x سیگنال ضبط برای فشرده حسگری است. صفر غیر s ضریبِ s≪ m تنها علاوه، به و ،x = Ψs

مشخص بُردار یک با سیگنال داخلی ضرب از استفاده با اندازهگیری هر میکند. ضبط را سیگنال این از اندازهگیری

فُرم به عملیات این .yi = ⟨x,ϕi⟩ داریم اُم i اندازهگیری برای طوریکه میآید، بدست Φ = {ϕi}
n
i=١ ستونهای از

است: زیر ماتریسی
y = Φx = ΦΨs = Θs. (٢-٢٣)

علاوه، به و کند ضبط را سیگنال مفید اطلاعات باشد قادر که شود طراحی گونهای به باید Φ اندازهگیری ماتریس

ضریب حداکثر دیگر، بیان به باشد. ناهمبسته Ψماتریس به نسبت باید فشرده، حسگری ملزومات از یکی عنوان به

که ماتریسها، این از دسته یک باشد. کوچک کافی اندازهی به باید Ψ و Φ ماتریس دو ستونهای همبستگی

برای ما دیگر، عبارت به است. تصادفی ماتریسهای میکنند، فراهم را سیگنال بازسازی شرایط خوبی دقّت با

روی از سیگنال بازسازی برای نهایت، در میکنیم. ضبط را آن از تصادفی اندازهگیری سری یک سیگنال ضبط

شود. حل تُنُک نمایش بازسازی مسألهی یک است لازم آن، اندازهگیریهای
١Transform Coding
٢Magnetic Resonance Imaging
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جمعبندی ۶-٢

نمایش، این بازیابی برای موجود الگوریتمهای از تعدادی همراه به را تُنُک نمایش تئوری مباحث فصل این در

است فرومعیّن خطی معادلات دستگاه یک تُنُک، نمایش بحث مرکزی هستهی که گفتیم کردیم. مرور اختصار به

الگوریتمهای از تعدادی است. یکتا شرایطی تحت آن جواب تُنُکترین اما دارد، جواب بیشمار کلی حالت در که

روشهای و آستانهگذاری بر مبتنی روشهای حریص، الگوریتمهای دستهی شامل کلّی حالت در که را، موجود

دیدیم کردیم. معرفی مختصر طور به را فشرده حسگری انتها، در کردیم. مرور اختصار به صفراست، نُرم تقریب

نیاز امّا کار این هزینهی کرد. پیدا دست نایکوئیست نرخ از کمتر فشردهسازی نرخ به میتوان رویکرد، این طبق که

است. تُنُک نمایش بازیابی مسألهی یک حلّ به

تعدادی همچنین، میکنیم. مرور سیگنالها تُنُک پردازش برای را دیکشنری» «آموزش بحث بعد، فصل در

پردازش برای موجود روشهای بعلاوه، کرد. خواهیم مرور اختصار به شدهاند معرفی تاکنون که را الگوریتمهائی از

میکنیم. مرور نیز را بالا بُعد دادههای
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بالا بعد پردازشداده�های و یادگیریدیکشنری

مقدمه ٣-١

کردیم. مرور مختصر طور به موجود الگوریتمهای از تعدادی همراه به را تُنُک نمایش پایهای مباحث قبل فصل در

یک از اتمها تعداد کمترین از متشکّل خطی ترکیب یک صورت به سیگنال یک زدن تقریب هدف، که دیدیم

لازم امّا است. معلوم کاملاً دیکشنری این که بود این بر اینجا تا ما فرض است. مشخص ١ کاملِ فوق دیکشنری

اصطلاحاً یا مناسب، دیکشنری یک الگو٢، تشخیص و نویززدائی فشردهسازی، مانند کاربردی هر برای که است

ابتدا است. دادهها از مشخص کلاس یک برای دیکشنری طراحی روی فصل این تمرکز باشیم. داشته کننده٣، تُنُک

را دیکشنری آموزش مسألهی سپس تبدیلها. همان یا دیکشنریها تاریخچهی بر داشت خواهیم مختصر مروری

در کرد. خواهیم مرور را دیکشنری آموزش برای شده معرفی الگوریتمهای از تعدادی ادامه، در و کرده معرفی

کرد. خواهیم مرور نیز را بالا ابعاد با دادههای پردازش برای استفاده مورد معروف روشهای از تعدادی انتها،

دیکشنری یادگیری ٣-٢

حسب بر سیگنال منظور، این برای .[١١٨] است بوده توجه مورد دیرباز از مناسب پایهی یک در سیگنال نمایش

توصیف را سیگنال از ویژگی یک حقیقت در اتمها این از کدام هر میشود. داده بسط اتم یا پایه سیگنال تعدادی
١Overcomplete
٢Pattern recognition
٣Sparsifying

٢۰
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در که همانطور باشیم. داشته سیگنال یک برای را نمایش» «سادهترین که است لازم کاربردها از بسیاری در میکنند.

عبارت به دارند. طولشان از کمتر مراتب به اطّلاعاتی طبیعی (گسستهی) سیگنالهای از بسیاری گفتیم، قبل فصل

یک نمایش برای استفاده مورد اتمهای بنابراین، است. کوچکتر خیلی آنها ظاهری» «بُعد از آنها ذاتی» «بُعد دیگر،
ویژگی١ استخراج در مثال، بعنوان کنند. استخراج را آن مفید اطّلاعات کلّی طور به و مهم ویژگیهای باید سیگنال

کند. توصیف را آن برجستهی ویژگیهای باید سیگنال نمایش الگو، تشخیص برای

نمایش یا بسط ضرایب حالت، این در متعامد. پایهی یک از است عبارت دیکشنری یک حالت، سادهترین در

که «پایه»، یک حالتِ کلّیترین در .[۵٢ ،١۰۰] میآید بدست اتمها با آن داخلی ضرب از استفاده با سادگی به سیگنال
دوگان٢ اتمهای با آن داخلی ضرب از نمایشسیگنال ضرایب است، متعامد لزوماً نه ولی خطی مستقل اتمهای شامل

به موسوم که گسسته، حالت در کرد. اشاره فوریه٣ تبدیل به میتوان تبدیلها این معروفترینِ از میآید. بدست

.{dk ∈ Rn : dk(ℓ) = exp (−j٢πk(ℓ− ١)/n), ℓ = ١,٢, ..., n}nk=١ از عبارتند تبدیل این اتمهای است، ۴DFT

بر متمایز اتمهای بعلاوه، و فرد به منحصر فرکانس یک با مختلط سینوسی یک از است عبارت DFT اتم هر

البته و تبدیل این میکنند. توصیف را سیگنال یک فرکانسی محتوای اتمها این ترتیب، این به عمودند. هم

برای تنها است، برابر سیگنال بُعد با اتمها تعداد آن در که تبدیلهائی یعنی «کامل»۵، اصطلاح به تبدیلهای تمامی

است محدود تبدیلها این برای تُنُک نمایش ارائهی توانایی دیگر، عبارت به مناسباند. مشخص سیگنالهائی

.[١۰۰]

در تبدیلها این از مهم دستهی یک شدند. معرفی کامل» «فوقِ دیکشنریهای مشکل، این بر غلبه برای

است بیشتر سیگنال بُعد از اتمها تعداد دیکشنریها، این در .[٧۴] معروفاند «فرِیم»۶ به سیگنال پردازش جامعهی

وابستهی اتمها وضعیت، این در که است واضح کنند. توصیف را سیگنال از بیشتری ویژگیهای قادراند بنابراین و

Rn فضای برای فرِیم یک تشکیل D = {di}mi=١ اتمهای خانوادهی گوئیم دقیقتر، تعریف یک عنوان به خطیاند.

که: بطوری باشند داشته وجود ۰ < α ≤ β ثابت عدد دو گاه هر میدهند،
١Feature Extraction
٢Dual
٣Fourier transform
۴Discrete Fourier Transform
۵Complete
۶Frame
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∀y ∈ Rn : α∥y∥٢٢ ≤
m∑
i=١
|⟨di,y⟩|٢ ≤ β∥y∥٢٢, (٣-١)

بر علاوه که یکّه؛ متعامدِ (یا متعامد پایههای که همانطور میدهد. نشان را بردار دو داخلی ضرب ⟨, ⟩ آن، در که

نیز فرِیمها بین در دارند، کامل تبدیلهای بین در را محاسبات سادهترین است) یک برابر همگی نُرم اتمها، تعامد

داریم فرِیمها از دسته این برای دارند. را محاسبات سادهترین که دارد وجود Tight Frame نام به تبدیلهائی چنین

Tight Frame یک در سیگنال یک نمایش ضرایب نتیجه، در .∑m
i=١ |⟨di,y⟩|٢ = α∥y∥٢٢ دیگر، عبارت به .α = β

لازم .y = ١
α

∑m
i=١⟨di,y⟩di دیگر عبارت به میآید؛ بدست اتمها از یک هر با سیگنال داخلی ضرب از سادگی به

مثالی عنوان به .[٧۴] است یکتا و داشته ممکن نمایشهای تمام بین را دو نُرم کمترین نمایش این که است ذکر به

کرد. اشاره کامل فوق DCT تبدیل به میتوان Tight Frame یک از

تبدیلها، این به نیستند. سیگنال به وابسته عبارتی به و بوده ثابت کردیم، بررسی اینجا تا که تبدیلهائی

تبدیلهای به نسبت فرِیمها اگرچه میگویند. غیروفقی»٢ «دیکشنریهای یا شده»١ تعریف پیش از «دیکشنریهای

سیگنالهای محتویات به کردن وفق قابلیّت وجود، این با امّا دارند؛ سیگنالها تُنُک نمایش در بیشتری قابلیّت کامل

نمایش کامل DCT تبدیل یک به نسبت کامل فوق DCT تبدیل یک اگرچه مثال، عنوان به ندارند. را بررسی تحت

تُنُکی کافی اندازهی به نمایش نمیتواند تصاویر از بسیاری برای امّا میدهد، بدست تصویر یک برای تُنُکتری

ولی دارد، تُنُکی نمایش هستند، بافت٣ فقط شامل که تصاویری برای تبدیل این نمونه، یک بعنوان باشد. داشته

آوردن بدست برای راه یک ندارد. مناسبی نمایش لبهها، انواع مانند پیچیدهتر ساختارهای دارای تصاویر برای

را سیگنال از ویژگی چند یا یک پایه هر است. مختلف پایههای ترکیب کارآتر، ِثابتِ کامل فوق دیکشنریهای

میتوانیم هستند، تکینی۴ یا یکّه نقطهی تعدادی شامل که همواری سیگنالهای برای مثال، بعنوان میکند. توصیف

در بار نخستین ایده این کنیم. ترکیب هم با است) همانی ماتریس همان (که را دیراک دلتای و DFT دیکشنریهای

است. گرفته قرار توجّه مورد اخیر دههی طی دیکشنری» «آموزش بحث بهتر، حل راه یک بعنوان شد. مطرح [٣۴]

طی سپس میشود. انتخاب بررسی تحت سیگنالهای به شبیه آموزشی»۵ «دادهی تعدادی ابتدا رهیافت، این در

ویژگیهای برجستهترین نمایانگر امکان، حد تا که میشوند بهینه طوری دیکشنری اتمهای آموزش، الگوریتمِ یک
١Predefined Dictionaries
٢Non-Adaptive Dictionaries
٣Texture
۴Singularity
۵Training data
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دهند. ارائه آموزشی سیگنالهای برای تُنُک کافی اندازهی به نمایشی درنتیجه، و بوده آموزشی دادههای (مشترک)

در دارد. وجود [۶٢] بُرداری١ کمیسازی و تُنُک نمایش برای دیکشنری آموزش بین نزدیک رابطهای

که است گونهای به ،C = [c١, c٢, . . . , cm] کُد٣، بُردار m شامل کُد٢ کتاب یک طراحی هدف بُرداری، کمیسازی

یکی دقیقاً برحسب ،yi ∈ Rn که Y = [y١,y٢, . . . ,yL] ماتریس ستونهای یعنی آموزشی، دادههای از یک هر

در نمایش این باشد. نمایش قابل دارد، آن با (ℓ٢ نُرم مبنای بر (عموماً را فاصله نزدیکترین که کُد، بُردارهای از

از بیش از میتواند داده هر تُنُک نمایش در که حالی در دیگر، بعبارت است. تُنُک نمایش حدّی حالت حقیقت

اتم) همان اینجا (در کُد بُردار یک از تنها داده هر بُرداری، کمیسازی در کند، استفاده خود توصیف برای اتم یک

را ممکن نمایش تُنُکترین وضعیت این در نتیجه، در است. ١ با برابر نیز نمایش ضریب بعلاوه، و میکند استفاده

بیشترین که میشود داده نمایش کُدی بُردار با دادهها از کدام هر ،C معلومِ کُد کتاب یک برای داشت. خواهیم

باشد، cj با برابر yi نمونهی با متناظر کُد بُردار اگر اینصورت در دارد. آن با اتمها بقیهی به نسبت را شباهت

نمایش این خطای اگر است. Im×m همانیِ ماتریس اُم j ستون ej و xi = ej آن در که ،yi = Cxi نوشت میتوان

با: است برابر کلّی خطای دهیم، نشان ei = ∥yi −Cxi∥٢٢ بصورت را
E =

L∑
i=١

ei = ∥Y −CX∥٢F . (٣-٢)

بیان به شود. کمینه فوق خطای که است گونهای به کُد کتاب یک یافتن بُرداری کمیسازی هدف ترتیب، این به

میشود: حل زیر مسألهی دقیقتر،
min
C,X
∥Y −CX∥F subject to xi = ej , i = ١, . . . , L. (٣-٣)

زیادی تعداد کلّی حالت در بنابراین نیست، محدّب توأماً X و C متغیّر دو به نسبت فوق مسألهی اینکه به توجّه با

با الگوریتم این .[۶٢] است K-means الگوریتم کُد، کتاب طراحی برای مهم الگوریتم یک دارد. محلّی کمینهساز

«کُدینگ یا «خوشهبندی»۴ نخست، گام میدهد. انجام تکراری صورت به را گام دو اولیه، کُد کتاب یک از شروع

میشود. داده تخصیص خود مناسب کُد بُردار به داده هر فعلی، کُد کتاب از استفاده با گام، این در است. تُنُک»۵

این در است. کُد» بُردارهای کردن روز «به دوم، گام میآید. بدست کُد بُردار هر با متناظر خوشه تعدادی نتیجه در
١Vector Quantization
٢Code Book
٣Code Vector
۴Clustering
۵Sparse Coding
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به رسیدن تا گام دو این میشود. روز به خود خوشهی در موجود دادههای میانگین از استفاده با کُد بُردار هر گام،

(٣-٣) مسألهی سراسری١ کمینهساز به الگوریتم این که ندارد وجود تضمینی میشود. تکرار قبول قابل خطای یک

.[۶٢] میماند ثابت یا و میشود کم یا کلّی خطای تکرار، هر از بعد ولی شود، همگرا

از تعمیمی حقیقت در تُنُک نمایش برای دیکشنری آموزش که میرسد نظر به طبیعی فوق، توضیحات با

قید دیگر، بعبارت است. K-means الگوریتم از تعمیمی هم دیکشنری آموزش الگوریتمهای و بُرداری کمیسازی

تعداد کمترین از استفادهی (یعنی میشود تُنُک» «نمایش به تبدیل سیگنالها، نمایش در اتم یک تنها وجود سنگین

میشود: تبدیل زیر کلّیتر مسألهی به (٣-٣) مسألهی نتیجه، در یکی). الزاماً نه اتمها؛
min
D,X
∥Y −DX∥F subject to ∥xi∥۰ ≤ T۰, i = ١, . . . , L, (۴-٣)

آموزش الگوریتمهای اکثر همچنین، آموزشی. سیگنال نمایشهر برای اتمها مجاز تعداد حداکثر با است برابر T۰ که

تُنُک نمایش اول، گام در هستند. آن در موجود گام دو و K-means الگوریتم تکراری ماهیت بر مبتنی دیکشنری

نمایش کلّی خطای که میشود بهروز طوری دیکشنری دوم، گام در میشود. محاسبه فعلی دیکشنری در سیگنالها

آموزش برای گذشته سالهای طی که الگوریتمهایی اکثر یابد. کاهش لااقل یا شود یا اول، گام در سیگنالها تُنُک

.[١۰۰] دارند اختلاف گام دو این انجام نحوهی در شدهاند معرفی دیکشنری

الگوریتمها ٣-٣

ببینید. را [۴٩] مرجع جامع، مرور یک برای است. شده معرفی دیکشنری یادگیری برای زیادی روشهای تاکنون،

اختصار به شدهاند، معرفی تاکنون که را دیکشنری آموزش الگوریتمهای معروفترین از نمونه دو بخش، این در

و تُنُک» «نمایش گام دو تکرار مبنای بر الگوریتمها این اساس دادیم، توضیح پیشتر که همانطور میکنیم. مرور

تُنُک نمایش محاسبهی برای یک هر که است روشی در الگوریتمها این بین تفاوت است. دیکشنری» کردن «بهروز

بیشتر الگوریتمها این تفاوت دیگر، بعبارت میکند. استفاده دیکشنری کردن بهروز برای مهمتر، آن از و سیگنالها

است. دیکشنری کردن بهروز گام در
١Global Minimum
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MOD الگوریتم ٣-٣-١

آموزشدیکشنری الگوریتمهای سادهترین البته و ابتدائیترین از یکی ١MOD اختصار به یا بهینه جهتهای الگوریتم

OMP الگوریتم از [۵۴] (در کرد استفاده میتوان الگوریتمی هر از تُنُک، نمایش آوردن بدست گام در .[۵۴] است

در اتمها است، آمده بدست نخست گام در که ضرایب ماتریس از استفاده با و دوم گام در است). شده استفاده

حلّ با معادل کار این شود. حداقل ، E = ∥Y −DX∥٢F یعنی، نمایش کلّی خطای که میشوند، داده تغییر جهتی

صفر با برابر D به نسبت را عبارت این مشتق است کافی منظور، این برای است. ثابت X فرض با (۴-٣) مسألهی

داریم: شده بهروز دیکشنری برای نهایتاً .(Y −DX)XT = ۰ میآوریم بدست اینصورت در دهیم. قرار
D = YXT (XXT )−١ = YX†. (۵-٣)

پیشروی طی است ممکن شود. نُرمالیزه آن ستونهای است لازم دیکشنری کردن بهروز از بعد که کنید دقت

بهروز دیکشنریِ روی سوئی اثر میتواند وضعیت این شود. حالت٢ بد XXT ماتریس تکرارها برخی در الگوریتم

کوچک مثبت عدد یک λ آن در که میشود، اضافه XXT به λI ماتریس مشکل، این رفع برای باشد. داشته شده

داریم: اینصورت در است.
D = YXT (XXT + λI)−١. (۶-٣)

:[۵٢] است زیر مسألهی جواب واقع در فوق دیکشنری که داد نشان میتوان راحتی به
min
D
∥Y −DX∥٢F + λ∥D∥٢F . (٣-٧)

KSVD الگوریتم ٣-٣-٢

الگوریتمها بقیهی به نسبت که بوده دیکشنری آموزشی الگوریتمهای موفقترین از یکی [٣] K-SVD الگوریتم

میکند. استفاده OMP الگوریتم از تُنُک نمایش گام در K-SVD دارد. K-means الگوریتم با نزدیکتر رابطهای

دلیل به اگرچه است؛ تُنُک کُدینگ الگوریتمهای بقیهی به نسبت آن بالای سرعت دلیل به الگوریتم این انتخاب

باشد. داشته نادرستی جوابهای است ممکن آن حریص ماهیت

به یک را اتمها K-SVD میکند، روز به یکجا را اتمها کلّ که MOD خلاف بر دیکشنری، کردن بهروز برای

میشوند. روز به یک به یک کُد بُردارهای هم، K-means در که بیاورید یاد به میکند. بهروز متوالی طور به و یک
١Method of Optimal Directions
٢Ill-conditioned



٢۶ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
داریم: اینصورت در میگیریم. ثابت را اتمها بقیهی ،dk اتم کردن بهروز برای

E = ∥Y −DX∥٢F = ∥Y −
m∑
i=١

dix
i
T ∥٢F = ∥(Y −

m∑
i ̸=k

dix
i
T )− dkx

k
T ∥٢F = ∥Ek − dkx

k
T ∥٢F , (٣-٨)

حل را زیر مسألهی باید dk اتم کردن بهروز برای نتیجه، در است. X ماتریس اُم i سطر xi
T از منظور آن در که

کنیم:
min
dk

∥Ek − dkx
k
T ∥٢F subject to ∥dk∥٢ = ١. (٣-٩)

میآید: بدست زیر صورت به مسأله این جواب محاسبات، اندکی با
dk ← Ek(x

k
T )

T /∥Ek(x
k
T )

T ∥٢. (١۰-٣)

بهروز نیز را ضرایب ماتریس در آن متناظر سطر اتم، هر بر علاوه K-SVD است. این از فراتر امّا K-SVD ایدهی

در اتم این از اوّل) گام (در قبلاً که میروند کار به سیگنالهائی تنها اتم هر کردن بهروز در بعلاوه، و میکند؛

مقادیر از ،Ek ماتریس محاسبهی در اگر که کنید دقت اولاً بیشتر، توضیح برای کردهاند. استفاده خود نمایش

بهروز از بعد مثال، عنوان به شد. خواهد بیشتر الگوریتم همگرائی سرعت کنیم، استفاده ها xi
T و di شدهی بهروز

E٢ محاسبهی در x١T و d١ شدهی بهروز مقادیر از آن، متناظر سطر و دوم اتم کردن بهروز برای ،x١T و d١ کردن

به xk
T و dk اتم همزمان کردن روز به مسألهی متناظرشان. سطر و اتمها بقیه برای ترتیب همین به و کنیم استفاده

است: زیر صورت
min
dk,xk

T

∥Ek − dkx
k
T ∥٢F . (٣-١١)

ماتریس (SVD) ١ تکینِ مقادیر به تجزیه اگر کلّی، طور به است. Ek ماتریس رُتبه-١ تقریب واقع در فوق مسألهی

بصورت ،r ≤ min(n,m) که ماتریس این r-رتبه تقریب باشد، A = UΣVT بصورت A ∈ Rn×m دلخواه

.[٩١] است Ar =
∑r

i=١ σiuiv
T
i

بُردار درایههای تمام زیاد احتمال به فرآیند این طی که است این میآید بوجود اینجا در که مشکلی

نمایش در dk اتم از قبلی گام در که میشود استفاده سیگنالهائی از تنها دلیل همین به شد. خواهد پُر xk
T

ترتیب، این به کنید). دقت K-means در کُد بُردارهای کردن بهروز با کار این شباهت (به کردهاند استفاده خود

ωk = کنیم تعریف اگر میمانند. صفر آن درایههای بقیهی و شده بهروز xk
T بُردار صفر غیر درایههای تنها

سطر صفر غیر درایههای و dk اتم کردن روز به برای را زیر مسألهی نهایت در ،{i : ١ ≤ i ≤ m, xk
T (i) ̸= ۰}

١Singular Value Decomposition



٢٧ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
داریم: xk

T

min
dk,xr

∥Eωk

k − dkx
k
r∥٢F subject to ∥dk∥٢ = ١, (٣-١٢)

تجزیه اگر است. |ωk| طول به بُرداری نیز xk
r و Ek ماتریس از ωk با متناظر ستونهای تنها شامل Eωk

k آن در که

داریم: باشد، Eωk

k = UΣVT بصورت Eωk

k تکینِ مقادیر به
dk ← u١, xk

T (ωk)← σ١v١, (٣-١٣)

نُرمالیزه به نیازی بنابراین است، واحد U ستونهای نُرم چون که کنید توجه است. تکین مقدار بزرگترین σ١ که

میشوند. بهروز ترتیب این به دیکشنری اتمهای همهی نیست. dk کردن

بالا ابعاد با دادههای پردازش روشهای ۴-٣

به دارند. بالائی بسیار بُعد و حجم عموماً میگیرند قرار دسترس در تحلیل و پردازش برای امروزه که دادههائی

تصاویر اینترنت، در موجود دادههای میشود، بدل و رد اجتماعی شبکههای در روزه هر که دادههائی مثال، عنوان

گستردگی و ابعاد با حسگر شبکههای از دریافتی دادههای میشود، دریافت ماهوارهها از که بالائی تفکیکپذیری با

ذخیرهسازی حافظهی و محاسبات حجم دادهها از وسیع حجم این تحلیل و پردازش ذخیرهسازی، . ... و بالا

جریانی با کاربردها برخی در علاوه، به نیستند. کارآ منظور این برای فعلی الگوریتمهای که میطلبد بالائی بسیار

الگوریتمهائی باید بنابراین، میگیرند. قرار دسترس در لحظهای بصورت دادهها یعنی هستیم، روبرو دادهها١ از

حجم این در همچنین، باشند. زمان-حقیقی٢ صورت به دادههائی چنین پردازش به قادر که کرد استفاده و پیشنهاد

شده ارائه الگوریتمهای نتیجه، در دارد. وجود اطلاعات نقصان نیز و نامربوط دادههای وجود امکان دادهها از وسیع

.[١١٣ ،٢٩] است معروف بالا» ابعاد با «دادههای به حوزه این باشند. مشکلاتی چنین بر غلبه و کنترل به قادر باید

بُعد، کاهش روشهای برخط، الگوریتمهای شامل بالا ابعاد با دادههای پردازش برای موجود روشهای

نمایش در غربالگری٣ الگوریتمهای از استفاده و تنسورها از استفاده داده، انتخاب روشهای شده، توزیع روشهای

سیگنالها، وفقی نمایشهای کاربرد در خاص طور به آنها، مهمترین از تعدادی به ادامه در که [١١٣ ،٢٩] است تُنُک

داشت. خواهیم مختصری اشارهی
١Data Stream
٢Real-time
٣Screening



٢٨ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
تصادفی گرادیان بر مبتنی روشهای ١-۴-٣

با دادههای پردازش برای روشها پرکاربردترین و سادهترین بتوان شاید را تصادفی١ گرادیان بر مبتنی الگوریتمهای

در که را زیر بهینهسازی مسألهی روشها، این توضیح برای .[٧۶ ،٢٩ ،٨٣] دانست جریانی دادههای نیز و بالا ابعاد

بگیرید نظر در میشود تجزیه پردازش مورد دادههای روی مشتقپذیر توابع از مجموعی صورت به هدف تابع آن

min
x∈X

f(x) =
١
N

N∑
i=١

fi(x) (١۴-٣)

مثال بعنوان میتواند x متغیر هستند. X مجموعهی روی شده تعریف و حقیقیمقدار توابعی fi و f آن، در که

و ساده روش یک هستیم. آموزشی دادهی تعدادی روی از آن زدن تخمین دنبال به ما که باشد مدل یک پارامتر

شروع با الگوریتم این است. Gradient Descent اول مرتبهی الگوریتم از استفاده مسأله این حل برای سرراست

(k ≥ ۰) میدهد انجام نهائی جواب به رسیدن برای را زیر تکرارهای ،x۰ اولیهی نقطهی یک از
xk+١ = xk − µ∇f(xk) (١۵-٣)

محاسباتی پیچیدگی روش این اول، مرتبهی مشتق یعنی هدف، تابع اول مرتبهی اطلاعات تنها از استفاده دلیل به

ارزیابی نتیجه، در است. زیاد بسیار آنها بُعد نیز و دادهها تعداد بالا، ابعاد با دادههای کاربرد در اما دارد. کمی

دادههای کاربردهای در همچنین، بطلبد. زیادی حافظهی و محاسبات حجم است ممکن تکرار هر در فوق گرادیان

گرادیان الگوریتم از مشکل، این بر غلبه برای نداریم. دسترسی یکجا صورت به دادهها همهی به زمان-حقیقی

عبارت واقع در که ،f تابع گرادیان تکراری، صورت به SGD الگوریتم در .[٢۰] میشود استفاده ٢(SGD) تصادفی

با الگوریتم این دیگر، بعبارت میشود. زده تقریب fiها از یکی گرادیان یک با ،fi توابع گرادیان متوسط از است

میکند عمل زیر بصورت آموزشی دادههای همهی روی برگشت و رفت {١, . . . , N} مجموعهی از i تصادفی اندیس انتخاب
xk+١ = xk − µ∇fi(xk)

(١۶-٣)

همگرایی برای برسد. همگرایی نقطهی یک به تا کرده عمل دادهها کل روی چندبار فوق شیوهی به SGD الگوریتم

(١۵-٣) در که واقعی گرادیان الگوریتم، این در میشود. عوض تصادفی بصورت دور هر برای دادهها ترتیب بهتر،

همگرایی احتمالا و گرادیان بهتر تقریب برای میشود. زده تقریب داده یک در شده محاسبه گرادیان با است آمده

میشود، نامیده (mini-batch) کوچک دستهی یک که داده، چند در را گرادیان داده، یک جای به میتوان سریعتر،
١Stochastic Gradient
٢Stochastic Gradient Descent



٢٩ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
نیز یادگیری نرخ که گام، طول مقدار باید که است این الگوریتم این در دیگر مهم نکتهی .[٢۰] میگردد محاسبه

محدب هدف تابع اگر که است شده داده نشان وضعیت، این در شود. داده کاهش تکرارها طول در میشود، نامیده

همگرا سراسری حداقلکننده به اطمینان١ با تقریبا SGD الگوریتم محدودکننده، چندان نه شرایطی تحت باشد،

.[٢۰] میشود اثبات محلی حداقلکنندهی نقطهی یک به همگرایی هم غیرمحدب توابع مورد در میشود.

دستهی (یا جدید داده هر ورود با که است ترتیب این به دیکشنری یادگیری کاربرد در SGD الگوریتم

در اندکی را دیکشنری داده این سپس و شده محاسبه فعلی دیکشنری در آن تُنُک نمایش ابتدا دادهها)، از کوچکی

صورت به عملیات این دهیم، نمایش i با را داده این اندیس اگر میکند. بهروز خود نمایش خطای بهبود جهت

:[٨٣] بود خواهد زیر xi = sparse-code(yi,Di−١)
Di = Di−١ − µi∇fi(xi)

(٣-١٧)

i جدید دادهی که است گامی طول µi و بوده i − ١ دادهی توسط شده بهروز دیکشنری Di−١ روابط، این در

نمایش معنی به sparse-code(yi,Di−١)عبارت بعلاوه، میکند. بهروز نمایشخود خطای بهبود برای را دیکشنری

تعریف fi(x) = ∥yi −Dxi∥٢٢ بصورت عموما fi تابع همچنین، است. Di−١ دیکشنری روی yi سیگنال تُنُک

عادی الگوریتمهای از تکرار یک معادل تنها اینجا تا میشود. انجام دادهها همهی شدن تمام تا روال این میشود.

جزئیات برای میشود. تکرار فرآیند همین مشابه بعدی تکرارهای برای است. شده انجام دیکشنری یادگیری

ببینید. را [٧ ،٧۶ ،١١٢ ،٨٣] مقالات بیشتر،

توزیعشده٢ یادگیری روشهای ٢-۴-٣

پردازشگرهای توسط دادهها بلوکی پردازش بر مبتنی بالا ابعاد با دادههای پردازش برای شده توزیع روشهای

در که داریم پردازشی واحد تعدادی کنید فرض دقیقتر، بیان به .[٢٢] است میشوند، نامیده هم گره٣ که کوچک،

مثال، عنوان به نیستند. دسترس در دادههای تمام پردازش به قادر تنهائی به یک هر اما شدهاند توزیع شبکه یک

را دادهها همهی بتوان که نیست اندازهای به یک هر حافظهی و پردازشی قدرت که داریم کوچک کامپیوتر تعدادی

نمایشهای جمله (از دارند موازیسازی قابلیت که کاربردها برخی برای میتوان اما کرد. پردازش آنها از یکی با
١Almost surely
٢Distributed learning methods
٣Node



٣۰ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
که است گونهای به روال این داد. قرار دادهها از کوچکی قسمت پردازش مسئول را پردازشی واحد هر وفقی)،

نیاز مورد دادههای و بوده یکدیگر با مشارکت و تماس در سراسری، یا محلی بصورت پردازشی، واحدهای همهی

متمرکز، شبکهی در باشد. غیرمتمرکز٢ یا و متمرکز١ میتواند پردازشی شبکهی میگذارند. اشتراک به خود میان را

اشتراک به آن با را خود اطلاعات شبکه گرههای که دارد وجود ترکیب۴، مرکز یا مرکزی٣، پردازش واحد یک

نیاز مورد دادههای و کرده پردازش را گرهها همهی از آمده بدست اطلاعات نیز مرکزی پردازش واحد میگذارند.

را خود اطلاعات گرهها و نداشته وجود مرکزی پردازش واحد غیرمتمرکز، شبکهی در میکند. ارسال گرهها به را

میگذارند. اشتراک به همسایههایشان با

برای است. [٢٢] ۵ADMM الگوریتم بر مبتنی توزیعشده یادگیری پرکاربرد و معروف روشهای از یکی

میکنیم بازنویسی زیر فرم به را (١۴-٣) مسألهی روش، این توضیح
min
x

f(x) =
١
N

N∑
i=١

fi(x) + g(x) (٣-١٨)

غیر در و صفر مقدار باشند X داخل که هایی x برای تابع این است. X مجموعهی نشانگر۶ تابع g آن، در که

را مسأله این ،z سراسری متغیر یک و xi محلی متغیرهای تعریف با حال، برمیگرداند. بینهایت مقدار اینصورت

نوشت زیر معادل شکل به میتوان
min

{xi}N
i=١,z

١
N

N∑
i=١

fi(xi) + g(z) s.t. xi − z = ۰, ∀i (٣-١٩)

بعدی، قدم میگردد. هموار توزیعشده پردازش برای راه و شده تجزیه xi متغیرهای روی هدف تابع ترتیب، این به

است زیر شکل به افزوده٧ لاگرانژین تابع تشکیل
L({xi}Ni=١ , z, {λi}Ni=١) =

١
N

N∑
i=١

{
fi(xi) + λ

T
i (xi − z) +

ρ

٢∥xi − z∥٢٢
}
+ g(z) (٢۰-٣)

سپس فوق تابع میشوند. نامیده دوگان متغیرهای یا لاگرانژ ضرایب ها yi و بوده جریمه٨ پارامتر ρ > ۰ آن، در که

بهروز نیز دوگان٩ متغیرهای آن همراه به شده، کمینه سراسری متغیر و محلی متغیرهای روی تکراری بصورت
١Centralized
٢Decentralized
٣Central Processing Unit
۴Fusion center
۵Alternating Direction Method of Multipliers
۶Indicator function
٧Augmented Lagrangian function
٨Penalty parameter
٩Dual variables



٣١ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
میکند عمل زیر بصورت ADMM کلی الگوریتم دقیقتر، بیان به میشوند.

xk+١
i = argminxi

fi(xi) + (λk
i )

T (xi − zk) + ρ
٢∥xi − zk∥٢٢, i = ١, . . . , N

zk+١ = argminz
ρ
٢∥x

k+١
i − z∥٢٢ + g(z)

λk+١
i = λk

i + ρ(xk+١
i − zk+١)

(٣-٢١)

هم از مستقل و شده توزیع بصورت را xi محلی متغیرهای بهروزرسانی میتوان میشود، ملاحظه که همانطور

بهروز z سراسری متغیر مقدار از کپی یک داشتن با را خود به مربوط متغیر میتواند گره هر واقع، در داد. انجام

گرهها تمامی از محلی متغیرهای شدهی بهروز مقادیر دریافت با و مرکزی پردازش واحد در نیز z متغیر کند.

میشود، تعریف دو نُرم بصورت fi تابع عموما که آنجایی از میگیرد. قرار گرهها اختیار در سپس و شده بهروز

روشهای از استفاده با نیز سراسری متغیر بهروزرسانی دارد. بسته فرم جواب محلی متغیرهای بهروزرسانی مسائل

مسألهی حل برای تاکنون شده توزیع روشهای میگردد. انجام میشوند، مرور آینده فصل در که پراکسیمال١،

.[۴۰ ،٣٩ ،٣٣ ،٧٩] شدهاند استفاده نیز دیکشنری یادگیری

Data Sketching بر مبتنی روشهای ٣-۴-٣

مراتب به دادهها این اطلاعاتی محتوای عموماً طرفی، از و بوده بالا بسیار امروزی دادههای بُعد که این به توجه با

دادههای پردازش برای گستردهای طور به اخیر سالیان طی بُعد کاهش روشهای است، آنها ظاهری بُعد از کمتر

پرکاربرد جبری عملیات بالا، ابعاد با دادههای مورد در واقع، در .[٢٩] است گرفته قرار استفاده مورد بالا ابعاد با

طلب بالایی محاسبات حجم تکین مقادیر به تجزیه و ویژه مقادیر به تجزیه ماتریس، در ماتریس ضرب قبیل از

حفظ با همزمان پائینتر مراتب به ابعاد با فضاهائی به دادهها کردن تصویر با بُعد کاهش روشهای .[٧۰] میکند

به توجه با بعلاوه، میآورند. پائین مراتب به را پردازشی الگوریتمهای محاسباتی بار آنها، مفید اطلاعات حداکثری

را کارآمدی الگوریتمهای میتوان دارند٢، خود ابعاد به نسبت کمتری بسیار رُتبهی معمولا دادهها ماتریس که این

با کارآمدی طرز به را ماتریس٣ یک رُتبه-پائین تقریب میتوان مثال، بعنوان کرد. طراحی ویژگی این از استفاده با

.[٧۰] داد انجام تصادفی روشهای از استفاده

بسیار معمولا نیز آموزشی دادههای تعداد امروزی کاربردهای در که این به توجه با دادهها، بُعد بر علاوه

انتخاب روشهای مشکل، این بر غلبه برای میطلبد. زیادی پردازشی توان و حافظه آنها پردازش است، زیاد
١Proximal methods
٢Low rank matrices
٣Low rank matrix approximation



٣٢ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
یا ،[١٢٩] هستند معروف نیز sketching روشهای به که روشها، این هستند. دادهها تعداد کاهش دنبال به داده

با تصادفی ماتریس یک ضرب از استفاده با یا میدهند انجام یکنواخت احتمالاتی توزیع یک با را دادهها انتخاب

تعداد کاهش برای منتها میشود انجام خطی بُعد کاهش برای که روالی (مشابه دادهها ماتریس در مشخص توزیع

روی پردازشی عملیات سپس و شده فشرده کوچکتر ماتریس یک بصورت داده ماتریس ترتیب، این به دادهها).

با برابر دادهها ماتریس کنید فرض دقیقتر، عبارت به میشود. انجام اولیه، بزرگ ماتریس جای به ماتریس، این

عمل زیر صورت به ماتریس ستونهای تعداد کاهش برای sketching روش است. بزرگ عددی L که Y ∈ Rn×L

میکند

Ȳ = YS

بدست IL×L همانی ماتریس سطرهای از تعدادی انتخاب با یا ماتریس این .N ≪ L و S ∈ RL×N آن در که

تصادفی ماتریس یک یا و است، دادهها ماتریس ستونهای از تعدادی انتخاب با معادل صورت این در که میآید

اندازهگیری یکسری انتخاب با معادل کار این صورت این در که است دارد وجود فشرده١ حسگری در آنچه مشابه

برای است. مربعات٢ حداقل مسائل در sketching از استفاده مورد معروفترین است. ماتریس ستونهای از فشرده

این موجودند. سیستم یک از ،n ≫ d و ai ∈ Rd آن در که ،{(ai, bi)}ni=١ مشاهدات کنید فرض بیشتر، توضیح

مفهوم به دادهها این به خطی مدل یک برازش برای سپس، میدهد. تشکیل را آموزشی دادههای واقع در مجموعه

کنیم: حل باید را زیر مسألهی دو، نُرم
min
x∈Rd

∥b−Ax∥٢٢ (٣-٢٢)

این ها. bi از عبارتند b ∈ Rn بردار درایههای همچنین، است. ai بردارهای آن سطرهای و Aبوده ∈ Rn×d آن، در که

مستقل A ماتریس ستونهای اگر میآید. بدست ATAx∗ = ATb معادلهی حل با که دارد بسته فرم جواب مسأله

x∗ = (ATA)−١ATb بصورت فوق معادلات دستگاه جواب و بوده رُتبه-کامل٣ ATA ماتریس باشند، خطی

در میکند. طلب که است زیادی محاسبات حجم بالا ابعاد با دادههای مورد در عبارت این مشکل بود. خواهد

.[١٢٩] دارد n · d٢ با متناسب پیچیدگی معادلات این حل برای ماتریس در ماتریس عادی ضرب از استفاده واقع،

دنبال به ما رهیافت، این در واقع، در کرد. کم زیادی حد تا را محاسبات میتوان sketching روش از استفاده با اما،
١Compressed Sensing
٢Least squares problems
٣Full-rank



٣٣ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
حل برای sketching روش .∥b−Ax∥٢ ≤ (١+ ϵ) · ∥b−Ax∗∥٢ داریم آن برای که هستیم x جواب یک یافتن

میکند: عمل زیر بصورت مشکل این

کن. انتخاب را r ≪ n عدد •

بده. تشکیل تصادفی توزیع یک از را S ∈ Rr×n ماتریس •

بده. تشکیل را S · b و S ·A •

کن. محاسبه را minx ∥S · b− S ·Ax∥٢٢ مسألهی دقیق جواب •

خطی sketch یک S ·A عبارت میشود. حل اصلی مسألهی به نسبت کوچکتر ابعاد با مسألهی یک ترتیب، این به

معروفترین که دارد وجود S نمونهبرداری ماتریس برای متعددی انتخابهای .[١٢٩] میشود نامیده Aماتریس از

با ماتریسی S و است شده داده r = O(d/ϵ٢) کنید فرض .[١٢٩] است گوسی توزیع با تصادفی ماتریس آن،

کنید فرض همچنین، .N (۰,١/r) یعنی است، ١/r واریانس و صفر میانگین با گوسی توزیع از i.i.d. درایههای

[A,b] ماتریس ستونی فضای با برابر آن ستونی٢ فضای که است بگونهای U ∈ Rn×(d+١) یکهی١ متعامد ماتریس

توزیع دارای S · U ماتریس درایههای که داد نشان میتوان گوسی، توزیع خواص از استفاده با حال، است.

مقادیر همهی ،١ − exp(−d) احتمال با ،[١١٩] اندازه٣ تجمع قضایای طبق طرفی، از .[١٢٩] هستند N (۰,١/r)

.∥S ·Ux∥٢ = (١±ϵ) ·∥x∥٢ داریم xثابت بردار هر برای بنابراین میگیرند. قرار [١−ϵ,١+ϵ] بازهی در S ·U تکین

فضای در Ax − b ،x بردار هر برای ،minx ∥S · b − S ·Ax∥٢ = minx ∥S · (b −Ax)∥٢ مسألهی برای حال،

مسألهی حل با بنابراین، .[١٢٩] ∥S · (b −Ax)∥٢ = (١ ± ϵ) · ∥Ax − b∥٢ نتیجه، در میگیرد. قرار U ستونی

میآوریم. بدست اصلی مسألهی به (١+ ϵ) تقریب یک ،١− exp(d) احتمال با ،minx ∥S · (b−Ax)∥٢

ضرب که باشد بگونهای باید S ماتریس طراحی که است این میشود مطرح اینجا در که مهمی موضوع

روش کلی محاسبات است ممکن اینصورت، غیر در باشد. داشته کمی محاسبات حجم بردار یا و ماتریس در آن

شده داده متعددی پیشنهادهای مشکل، این بر غلبه برای باشد. اصلی مسألهی عادی حل با مقایسه قابل sketching

برای هستند. کارآمد ماتریس-ماتریس ضرب برای که ساختاری با تصادفی ماتریسهای از استفاده جمله از است،
١Orthonormal
٢Column space
٣Concentration of measure



٣۴ بالا بُعد دادههای پردازش و دیکشنری یادگیری :٣ فصل
نمائید. مراجعه [١٢٩] به مورد، این در بیشتر جزئیات

جمعبندی ۵-٣

نقش دیکشنری که دیدیم آن. برای موجود الگوریتمهای و دیکشنری یادگیری بحث بر داشت مروری فصل این

منظور، همین برای دارد. تُنُک نمایش بر مبتنی الگوریتمهای کیفیت و سیگنالها برای تُنُک نمایش ارائهی در مهمی

دیکشنری، یادگیری زمینهی در است. شده تبدیل جذاب موضوعی به آموزشی دادههای روی از دیکشنری یادگیری

روشهای مشکل، این رفع برای میشود. مطرح محاسبات حجم مشکل دادهها، گسترش با دیگری، ابزار هر مانند

کارآمد روشهای از تعدادی همچنین، شد. اشاره آنها معروف و مهم موارد از تعدادی به که شدهاند مطرح زیادی

کردیم. مرور را بالا ابعاد با دادههای پردازش برای موجود

از بزرگی و مهم دستهی الگوریتمهای این کرد. خواهیم مرور را پراکسیمال الگوریتمهای بعدی، فصل در

است. شده تبدیل بهینهسازی مسائل از بسیاری حل برای کارآمد گزینهای به امروزه که برمیگیرند در را الگوریتمها

هستند. رساله این پیشنهادی روشهای عمدهی اساس الگوریتمها این بعلاوه،



فصل۴

کمینه�سازی برای پراکسیمال الگوریتم�های بر مروری

غیرمحدب

مقدمه ١-۴

که هستیم مواجه داده از فزایندهای حجم با ما ماشین، یادگیری و سیگنال پردازش کاربردهای از بسیاری در امروزه،

حجم به توجه با پراکسیمال١ به موسوم الگوریتمهای هستند. پردازش و تحلیل برای ویژهای الگوریتمهای نیازمند

الگوریتمها این .[٣۶ ،١٩ ،٩۶] کنند جلب خود به اخیر دههی در را زیادی توجه توانستهاند پائین نسبتا محاسبات

ساختاری بعلاوه، دارند. نیاز آن اول مرتبهی مشتق و هدف تابع اطلاعات به تنها که معنی این به هستند، اول مرتبهی

الگوریتمهایی بعنوان کاربردها از خیلی در که گونهای به دارند مطلوب بسیار عملکردی حال عین در و ساده بسیار

هدف توابع با امروزی، پردازشی مسائل از وسیعی طیف این، از مهمتر .[٩۶] میگیرند قرار استفاده مورد کارآ

حل خوبی دقت با و پراکسیمال الگوریتمهای با راحتی به میتوان را غیرمحدب حتی و محدب ناهموار، هموار،

نمود.

این در شده پیشنهاد روشهای همهی تقریبا که نکته این نیز و الگوریتمها از دسته این اهمیت به توجه با

نسخههای اساسی، مفاهیم بر داشت خواهیم مختصر مروری فصل این در هستند، الگوریتمها این بر مبتنی رساله

ابتدا منظور، این برای غیرمحدب. مسائل برای خاص طور به الگوریتمها، این همگرایی اثبات مبانی نیز و اصلی
١Proximal algorithms

٣۵



٣۶ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
این کاربردهای از نمونه دو ادامه، در میکنیم. مرور شد خواهند استفاده فصل این در که را ضروری تعاریف برخی

میکنیم. مرور را ناهموار کلی به توابع نیز و ناهموار و هموار قسمت دو از متشکل توابع بهینهسازی در الگوریتمها

الگوریتمها. این همگرایی اثبات در اساسی گامهای بر داشت خواهیم نگاهی نهایت، در

پراکسیمال عملگر ٢-۴

برخی ابتدا عملگر، این تعریف از قبل است. پراکسیمال١ عملگر پراکسیمال، الگوریتمهای در اساسی عنصر یک

میکنیم. مرور را نیاز مورد مقدماتی تعاریف

میشود تعریف زیر صورت به دامنه ،f : Rn −→ (−∞,+∞] تابع برای ([٢٣] تابع (دامنهی ١-۴ تعریف
domf ≜ {x ∈ Rn | f(x) < +∞} .

باشد. تهی مخالف آن دامنهی هرگاه است سره f تابع میگوئیم ([٢٣] سره (تابع ٢-۴ تعریف

تعریف زیر مجموعهی صورت به f : Rn −→ (−∞,+∞] تابع گراف ([٢٣] تابع یک (گراف ٣-۴ تعریف
میشود

graph(f) ≜
{
(x, λ) ∈ Rn+١ | f(x) = λ

}
.

پائین از x۰ نقطهی در f : Rn −→ (−∞,+∞] تابع گوئیم ([١٢٣] نیمهپیوسته پائین از (تابع ۴-۴ تعریف
که نحوی به باشد داشته وجود x۰ از U همسایگی یک ،ϵ > ۰ هر برای هرگاه است نیمهپیوسته

،f(x) ≥ f(x۰)− ϵ ، x ∈ U همهی برای آنگاه ،f(x۰) < +∞ اگر •

.x→ x۰ وقتی f(x)→ +∞ ،f(x۰) = +∞ اگر •

زیر عبارت با است معادل همچنین تعریف این

lim inf
x→x۰

f(x) ≥ f(x۰).

میکنیم. مرور را پراکسیمال عملگر تعریف ادامه، در
١Proximal operator



٣٧ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل

منحنیهای و بوده تابع دامنه نشاندهندهی تیره منحنی شکل، این در پروکسیمال. عملگر مفهوم نمایش :١-۴ شکل
.[٩۶] میدهند نشان را آن تراز سطوح از تعدادی کمرنگ

که را g : domg −→ (−∞,+∞] نیمه-پیوسته٢ پائین از و سره١ تابع ([٩۶] پراکسیمال (عملگر ۵-۴ تعریف
تعریف زیر صورت به x ∈ Rm نقطهی در تابع این پراکسیمال عملگر بگیرید. نظر در است domg دامنهی دارای

میشود:
proxg(x) ≜ argmin

u∈domg

g(u) +
١
٢∥x− u∥٢٢· (١-۴)

به اصلی تابع کنندهی حداقل با است برابر شده داده نقطهی یک در تابع پراکسیمال عملگر مقدار دیگر، عبارت به

بهتر فهم برای نتیجه، در میکند. تضمین را محاسبه مورد نقطهی به کننده حداقل نزدیکی که جمله یک اضافهی

نوشت: پراکسیمال عملگر برای را زیر معادل میتوان
proxg(x) = argmin

u∈domg

g(u) s.t. ∥x− u∥٢ ≤ τ (٢-۴)

عملگر مقدار تعریف، این طبق باشند. معادل (٢-۴) و (١-۴) مسألهی دو که است گونهای به τ > ۰ آن، در که

این است. x حول گوی یک داخل در g کنندهی حداقل با برابر شده داده x نقطهی یک در g تابع پراکسیمال

یک مشخصه تابع g تابع کنید فرض پرکاربرد، و مهم مثال یک بعنوان است. شده داده نشان ١-۴ شکل در موضوع

باشد: C بستهی و محدب مجموعه

g(x) = δC(x) ≜

 ۰ x ∈ C

∞ x /∈ C
(٣-۴)

روی تصویر٣ عملگر از است عبارت تابع این پراکسیمال عملگر که داد نشان میتوان بسادگی اینصورت، در

گاه را پراکسیمال عملگر دلیل، این به .proxg(x) = PC(u) ≜ argminv∈C ∥v − u∥٢ داریم یعنی .C مجموعهی

میتوان پراکسیمال، عملگر از دیگر معروف نمونهی دو عنوان به .[٩۶] مینامند تعمیمیافته۴ تصویرکردن عملگر
١Proper �� ����
٢Lower semi-continuous
٣Projection operator
۴Generalized projection operator



٣٨ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
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معروف. تابع دو به مربوط پراکسیمال عملگر :٢-۴ شکل

تابع و صفر نُرم تابع پراکسیمال عملگر با متناظر ترتیب به که کرد اشاره نَرم آستانهگذاری و سخت آستانهگذاری به

شدهاند. داده نشان ٢-۴ شکل در عملگرها این .[۵٢] هستند یک نُرم

از است عبارت آن و دارد هم دیگری جالب تعبیر یک مشتقپذیر و هموار توابع برای پراکسیمال عملگر

به λ > ۰ یک برای صورت این در بگیرید. نظر در را g هموار تابع دقیقتر، بیان به کاهشی١. گرادیان از گام یک

:[٩۶] نوشت میتوان کوچک کافی اندازهی
proxλg(x) = argmin

u∈domg

λg(u) +
١
٢∥x− u∥٢٢ ≃ x− λ∇g(x). (۴-۴)

(حول اندکی تنها اصلی تابع پراکسیمال، عملگر تعریف طبق که چرا دارد، هماهنگی هم شهود با البته تعبیر این

گرادیان کوچک گام از امر این میکند. حرکت خود حداقلکنندهی سمت به شود) محاسبه است قرار که نقطهای

است. مشهود فوق کاهشی

میکند. آسان پرکاربرد توابع برخی برای را آن محاسبهی که دارد مهم ویژگی تعدادی پراکسیمال عملگر

ترکیب ویژگی اول، ویژگی نمائید). مراجعه [٩۶] به بیشتر جزئیات (برای میشوند بیان ادامه در ویژگیها این

دیگر، عبارت به است. تابع خطی
f(x) = αϕ(x) + β → proxf (x) = proxαϕ(x). (۵-۴)

محسابه هستند دیگر توابع خطی ترکیب حاصل که توابعی برای را پراکسیمال عملگر میتوان براحتی ترتیب، این به

برقراراست زیر فرم به که است تابع آرگومان تغییر به موسوم دیگر، ویژگی نمود.
f(x) = ϕ(αx+ β) → proxf (x) =

١
α

(
proxα٢ϕ(αx+ β)− β

)
. (۶-۴)

١Gradient descent



٣٩ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
عملگر و تابع یک پراکسیمال عملگر که است مورو١ تجزیه به معروف پراکسیمال عملگر ویژگی مهمترین اما

یادآوری را مزدوج تابع تعریف ابتدا ویژگی، این بیان از قبل میکند. مربوط هم به را آن مزدوج٢ تابع پراکسیمال

داده نشان f∗ نماد با که آن مزدوج تابع صورت، این در بگیرید. نظر در را f : R −→ (−∞,+∞] تابع میکنیم.

[٢٣] میشود تعریف زیر صورت به میشود،
f∗(y) = sup

x

{
yTx− f(x)

} (٧-۴)

تعریف، این با .١/p + ١/q = ١ که ℓq نُرم از است عبارت ℓp نُرم مزدوج تابع که داد نشان میتوان مثال، بعنوان

میشود: بیان زیر صورت به پراکسیمال عملگر موروی ویژگی
x = proxf (x) + proxf∗(x). (٨-۴)

آورد. دست به را تابع یک مزدوج تابع پراکسیمال عملگر راحتی به میتوان ویژگی این از استفاده با نتیجه، در

ناهموار) (هموار+ ترکیبی توابع کمینهسازی ٣-۴

میشوند، بیان ناهموار تابع یک و هموار تابع یک مجموع بصورت که را، ترکیبی توابع کمینهسازی قسمت، این در

بگیرید: نظر در را زیر مسألهی منظور، این برای میکنیم. مرور پراکسیمال الگوریتمهای کمک به
min
x∈Rn

f(x) + g(x), (٩-۴)

ناهموار تابعی g : domg → R∪{+∞} و بوده، غیرمحدب) یا و (محدب هموار تابعی f : domf → R آن، در که

نمایش بازیابی مسألهی به میتوان مسائل دست این از معروف مثالی عنوان به است. غیرمحدب) یا و (محدب

.g(x) = ∥x∥١ و f(x) = ١/٢∥y −Ax∥٢٢ آن، در که کرده اشاره فشرده حسگری یا و تُنُک

با تکراری، صورت به که میکنند عمل ترتیب این به (٩-۴) مسألهی حل برای پراکسیمال الگوریتمهای

فعلی جواب حول در آن دوم مرتبهی تقریب با را هدف تابع هموار قسمت اولیه، (حدس) جواب یک از شروع

این از قبل .[١٩] میگیرند نظر در جواب بهروزرسانی عنوان به را جدید مسألهی کنندهی حداقل و کرده جایگزین

یادآور را هموار تابع یک گرادیان برای لیپشیتز٣ ثابت مفهوم ابتدا است لازم بشویم، روش این جزئیات وارد که

،∇f یعنی تابع، این گرادیان میگوئیم صورت، این در بگیرید. نظر در را f : domf → R هموار تابع شویم.
١Moreau decomposition
٢Conjugate function
٣Lipschitz constant



۴۰ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل

.y نقطهی در f̃(x,y) آن دوم مرتبهی تقریب و f هموار تابع نمایش :٣-۴ شکل

:[٩١] باشیم داشته گاه هر است L با برابر لیپشیتزی ثابت دارای
∀x, y ∈ domf : ∥∇f(x)−∇f(y)∥٢ ≤ L∥x− y∥٢. (١۰-۴)

:[١٩] میدهند انجام (٩-۴) مسألهی حل برای را زیر تکرارهای پراکسیمال الگوریتمهای توضیحات، این با
xk+١ = argmin

x
f̃(x,xk) + g(x) (١١-۴)

آن، در که
f̃(x,xk) ≜ f(xk) + ⟨∇f(xk),x− xk⟩+

١
٢µ∥x− xk∥٢٢ (١٢-۴)

نشانگر ⟨, ⟩ نماد همچنین، .µ ∈ (۰,١/L] و ببینید) را ٣-۴ (شکل بوده xk نقطهی حول f تابع دوم مرتبهی تقریب

[١٩] که داد نشان میتوان است. داخلی ضرب
∀x,y ∈ domf : f(x) ≤ f̃(x,y) (١٣-۴)

(شکل میشود آن جایگزین هدف تابع هموار قسمت از دوم مرتبهی بالای حد یک تکرار، هر در دیگر، عبارت به

[١٩] کرد بازنویسی هم زیر صورت به میتوان را (١١-۴) تکراری عملیات ببینید). را ۴-۴
xk+١ = argmin

x

١
٢∥x−

(
xk − µ∇f(xk)

)
∥٢٢ + µ · g(x) (١۴-۴)

در که µ · g تابع پراکسیمال عملگر جز نیست چیزی فوق رابطهی راست سمت که است آشکار بازنویسی، این با

نوشت میتوان ترتیب، این به است. شده ارزیابی xk − µ∇f(xk) نقطهی
xk+١ = proxµg(xk − µ∇f(xk)). (١۵-۴)

یک مجموع آنها هدف تابع که ،(٩-۴) فرم به مسائل حل برای پراکسیمال الگوریتمهای خلاصه، صورت به

کاهشی گرادیان گام یک ابتدا اولیه، نقطهی یک از شروع با تکراری، شیوهای به است، ناهموار و هموار عبارت

میکنند. ارزیابی آمده دست به نقطهی در را ناهموار قسمت پراکسیمال عملگر و کرده، اعمال هموار قسمت روی



۴١ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل

در است. شده داده نشان شکل این در است آمده (١۵-۴) معادلهی در که FBS الگوریتم تکرارهای :۴-۴ شکل
جلو به رو گام با متناظر که f تابع روی گرادیان گام یک اعمال نتیجهی از است عبارت zk نقطهی شکل، این

کنید. مراجعه متن به بیشتر توضیحات برای است.

رو گام به پراکسیمال، تابع اعمال یعنی دوم، گام و جلو١، به رو گام به کاهشی، گرادیان یعنی عملیات، این اول گام
عقب٣ به جلو-رو روبه تجزیهی الگوریتمهای نام با الگوریتمها این دلیل، همین به .[١٩] است معروف عقب٢ به

است. آمده در نمایش به ۴-۴ شکل در گام دو این میشوند. شناخته ،FBS الگوریتمهای اختصار، به یا

ناهموار) (ناهموار+ ترکیبی توابع کمینهسازی ۴-۴

بگیرید نظر در را زیر مسألهی
min
x∈Rn

g(x) + h(x), (١۶-۴)

یا و محدب میتوانند که بوده ناهموار توابعی h : domh → R ∪ {+∞} و g : domg → R ∪ {+∞} آن، در که

[٣۶] میدهند انجام را زیر تکرارهای توابعی چنین کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای باشند. غیرمحدب
xk+١ = proxg

(
proxh(xk)

)
. (١٧-۴)

تابع دو پراکسیمال عملگر تکراری، صورت به اولیه، نقطهی یک از شروع با الگوریتمها، این در دیگر، عبارت به

این پراکسیمال، تابع یک ارزیابی از است عبارت گام دو هر الگوریتمها این در که این دلیل به میشوند. اعمال

عنوان به .[٣۶] هستند معروف BBS خلاصه طور به یا عقب۴ به عقب-رو به رو تجزیه الگوریتمهای به الگوریتمها

نظر در را C٢ و C١ مجموعهی دو مشترک فصل در نقطه یک یافتن مسألهی الگوریتمها، این کاربرد از مثالهایی

[٣۶] کرد فرمولبندی زیر فرم به میتوان را مسأله این بگیرید.
١Forward step
٢Backward step
٣Forward-backward splitting
۴Backward-backward splitting



۴٢ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
min
x

δC١(x) + δC٢(x). (١٨-۴)

پراکسیمال عملگر که این به توجه با نتیجه، در هستند. ناهموار توابعی هدف، تابع از قسمت دو هر که است واضح

حل برای BBS الگوریتم ،[٩۶] مجموعه آن روی تصویر عملگر با است برابر مجموعه یک مشخصهی تابع برای

بود خواهد زیر صورت به فوق مسألهی
xk+١ = PC٢

(
PC١(xk)

)
. (١٩-۴)

بگیرید نظر در را صفر نُرم حداقلسازی مسألهی دیگر، مثالی عنوان به
min
x∈Rn

∥x∥۰ s.t. ∥y −Dx∥٢ ≤ ϵ. (٢۰-۴)

نوشت زیر معادل فرم به میتوان را مسأله این
min
x∈Rn

∥x∥۰︸︷︷︸
g(x)

+ δC(x)︸ ︷︷ ︸
h(x)

, (٢١-۴)

زیر صورت به (٢۰-۴) مسألهی حل برای BBS الگوریتم نتیجه، در .C = {x ∈ Rn | ∥y −Dx∥٢ ≤ ϵ} آن، در که
بود١ خواهد

xk+١ = proxh︸ ︷︷ ︸
تصویر

(
proxg︸ ︷︷ ︸

سخت آستانهگذاری

(xk)

)
. (٢٢-۴)

بلوک یک از بیش به تعمیم ۵-۴

بسیاری در اما بودند. ،x یعنی متغیر، از بلوک یک از متشکل همگی کردیم بررسی قبل قسمتهای در که مسائلی

دیکشنری، یادگیری مسألهی در مثال، عنوان به میشوند. ظاهر بلوک یک از بیش در متغیرها کاربردی، مسائل از

مقدور قبل قسمتهای فرمولبندیهای با دیکشنری یادگیری مسألهی حل نتیجه، در داریم. D و X متغیر دو ما

استفاده با متغیرها از بلوک یک از بیش حالت به قبل قسمتهای الگوریتمهای تعمیم مشکل، این حل برای نیست.

برای میکنیم. مرور [١٩] از را بلوک دو به تعمیم تنها ما سادگی، برای .[١٩] است شده انجام نوبتی کمینهسازی از

بگیرید نظر در را زیر کلی مسألهی منظور، این
min
x, y

Ψ(x,y) = f(x) + g(y) +H(x,y), x ∈ Rn, y ∈ Rm, (٢٣-۴)

و هستند نیمههموار پائین از و سره توابعی g : Rm → R ∪ {+∞} و f : Rn → R ∪ {+∞} آن، در که

x به نسبت تابع این گرادیان لیپشیتز ثابتهای همچنین، است. پیوسته اول مشتق با تابعی H : Rn × Rm → R

شد. خواهد بررسی ۴-۵ قسمت در بیشتری جزئیات با الگوریتم ١این



۴٣ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
Rn × Rm از کراندار زیرمجموعههای روی تابع این این، بر علاوه میدهیم. نشان Ly و Lx با ترتیب به را y و

[١٩] داریم ، i = ١,٢ ،(xi,yi) هر برای که گونهای به دارد وجود M > ۰ یعنی، میشود. فرض لیپشیتز
∥(∇xH(x١,y١)−∇xH(x٢,y٢),∇yH(x١,y١)−∇yH(x٢,y٢))∥٢ ≤M∥(x١ − x٢,y١ − y٢∥(٢ (٢۴-۴)

با (٢٣-۴) مسألهی حل هستند. کراندار پائین از (٢٣-۴) در موجود توابع همه که است این بر فرض اینجا در

بعد نوبت در و x بلوک روی بار یک مسأله نوبتی، صورت به که است ترتیب این به پراکسیمال ایدههای از استفاده

مرتبهی تقریب با کمینهسازی مورد متغیر روی H مشتقپذیر تابع بار، هر علاوه، به میشود. حداقل y بلوک روی

داریم دقیقتر، عبارت به میشود. جایگزین دیگر) بلوک گرفتن نظر در ثابت (با خود دوم xk+١ = argminx f(x) +H(xk,yk) + ⟨∇xH(xk,yk),x− xk⟩+ ١
٢µx
∥x− xk∥٢٢

yk+١ = argminy g(y) +H(xk+١,yk) + ⟨∇yH(xk+١,yk),y − yk⟩+ ١
٢µy
∥y − yk∥٢٢,

(٢۵-۴)

با معادل فوق بهروزرسانیهای که داد نشان میتوان قبل، مشابه .µy ∈ (۰,١/Ly] و µx ∈ (۰,١/Lx] آن، در که

هستند زیر روابط xk+١ = argminx f(x) + ١
٢µx
∥x− (xk − µx∇xH(xk,yk))∥٢٢

yk+١ = argminy g(y) + ١
٢µy
∥y − (yk − µy∇yH(xk+١,yk))∥٢٢,

(٢۶-۴)

میرسیم زیر نهایی روابط به پراکسیمال، عملگر تعریف به توجه با که xk+١ = proxµxf (xk − µx∇xH(xk,yk))

yk+١ = proxµyg(yk − µy∇yH(xk+١,yk)).
(٢٧-۴)

توقف شرط یک به رسیدن تا را فوق تکرارهای (x۰,y۰) اولیه نقطهی یک از شروع با نهایی پراکسیمال الگوریتم

.[١٩] میشود نامیده PALM اختصار به یا پراکسیمال١ تناوبی خطیسازی کمینهسازی الگوریتم، این میدهد. انجام

همگرایی اثبات مبانی ۶-۴

با .[٩۶] است شده شناخته استاندارد مسأله یک عنوان به محدب مسائل برای پراکسیمال الگوریتمهای همگرایی

گرفته قرار توجه مورد که است سالی چند غیرمحدب مسائل برای الگوریتمها این همگرایی بررسی حال، این

غیرمحدب ماهیتی کاربردها از بسیاری در مهم مسائل از خیلی که است موضوع این عمدتا امر این دلیل است.

کلی دستهی برای PALM الگوریتم همگرایی اثبات در اساسی گامهای و اصول اختصار به ما بخش، این در دارند.

این مقدمات ابتدا منظور، این برای میکنیم. مرور شدهاند، فرمولبندی (٢٣-۴) رابطهی در که غیرمحدب مسائل

[١٩] مرجع به توجه با را اثبات مراحل ادامه، در کرده، مرور است ضروری لمهای و تعاریف شامل که را بحث

میگیریم. پی
١Proximal Alternating Linearized Minimization



۴۴ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
نیاز مورد لمهای و تعاریف ١-۶-۴

همراه به را تعاریف این بحث، این بودن کامل برای کردیم. استفاده فصل این در قبلا را تعاریف این از برخی

میکنیم. مرور دیگر ضروری لمهای و تعاریف

نیمهپیوسته پائین از و صحیح یکتابع g : Rn −→ (−∞,+∞] فرضکنید ([١٢٣] (زیر-دیفرانسیل١ ۶-۴ تعریف
زیر مجموعهی از است عبارت x ∈ domg نقطهی یک در آن دیفرانسیل زیر- صورت، این در است.

∂g(x) ≜
{
ζ ∈ Rn| ∃ xk → x, g(xk)→ g(x), ζk → ζ, ζk ∈ ∂̂g(xk)

}
,

میشود تعریف زیر صورت به ،x ∈ domg نقطهی در g تابع فرچه٢ دیفرانسیل زیر- ،∂̂g(x) آن، در که

∂̂g(x) ≜
{
ζ ∈ Rn| lim inf

v→xv ̸=x

١
∥x− v∥٢٢

·
(
g(v)− g(x)− ⟨v − x, ζ⟩

)
⩾ ۰

}
.

.[١٢٣] ۰ ∈ ∂f(x) صورت، این در باشد، f تابع محلی حداقلکنندهی یک x اگر تعریف، این با

به که باشد ∂g گراف در دنبالهای {(xk, uk)}k∈N کنید فرض ([١٩] دیفرانسیل زیر- در همگرا (دنبالهی ١-۴ لم
کند، میل g(x) به g(xk) اگر دیفرانسیل، زیر- تعریف طبق صورت، این در .k → ∞ که وقتی میکند میل (x, u)

.(x, u) ∈ graph(∂f) صورت، این در

.۰ ∈ ∂f(x) گاه هر است f تابع برای بحرانی نقطهی یک x گوئیم ([١٢٣] بحرانی٣ (نقطهی ٧-۴ تعریف

و هموار H که را Ψ(x,y) = f(x) + g(y) +H(x,y) تابع ([١٩] ترکیبی توابع برای دیفرانسیل (زیر- ٢-۴ لم
صورت، این در بگیرید. نظر در هستند ناهموار g و f

∂Ψ(x,y) =

(
∂f(x) +∇xH(x,y), ∂g(x) +∇yH(x,y)

)
=

(
∂xΨ(x,y), ∂yΨ(x,y)

)
. (٢٨-۴)

مسائل برای پراکسیمال الگوریتمهای همگرایی اثبات در اساسی نقشی که تابع، یک مورد در کلیدی ویژگی یک

تعریف زیر صورت به که است ،KL ویژگی اختصار، به یا لواشویچ۴ کوردیکا- ویژگی به موسوم دارد، غیرمحدب

میشود.

نیمهپیوسته پائین از و صحیح تابع یک f : Rn −→ (−∞,+∞] کنید فرض ([١٩] KL (ویژگی ٨-۴ تعریف
صورت، این در است.

٢Fréchet subdifferential
۴Kurdyka-Łojasiewicz property



۴۵ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
باشد داشته وجود گاه هر است ∂f دامنهی به متعلق x۰ نقطهی در KL ویژگی دارای f تابع که میشود گفته •

x هر برای که نحوی به ψ : [۰, η)→ R+ پیوستهی و مقعر تابع یک و x۰ از U همسایگی یک ،η ∈ (۰,∞]

باشیم داشته U ∪ {x ∈ Rn | f(x۰) < f(x) < f(x۰) + η} مجموعهی به متعلق
ψ′(f(x)− f(x۰)) · dist(۰, ∂f(x)) ≥ ١ (٢٩-۴)

است. ∂f(x) از صفر بردار فاصلهی نشانگر dist(۰, ∂f(x)) آن، در که

میشود. خوانده KL تابع یک باشد، داشته ∂f به متعلق نقاط تمام در را KL ویژگی f تابع اگر •

شمارایی تعداد هرگاه میشود خوانده نیمهجبری Rn از S زیرمجموعهی ([١٩] نیمهجبری١ (مجموعهی ٩-۴ تعریف
.S = ∪pj=١∩

q
i=١{x ∈ Rn | Pij = ۰, Qij < ۰} که گونهای به باشند داشته Qijوجود و Pij حقیقی چندجملهای تابع

باشد. نیمه-جبری یکمجموعهی آن گراف استهرگاه نیمهجبری f تابع ([١٢٣] نیمهجبری٢ (تابع ١۰-۴ تعریف

معرفی را آن نحوی به قبلا که زیر، لم .[١٢٣] هستند KL توابع، این که است این نیمهجبری توابع مهم ویژگی یک

میکند. بازی پراکسیمال الگوریتمهای توسعهی در کلیدی نقشی نیز کردیم،

گرادیان دارای و بوده مشتقپذیر پیوسته صورت به f : Rn −→ R تابع کنید فرض ([١٢٣] کاهشی٣ (لم ٣-۴ لم
است برقرار x,y ∈ Rn همهی برای زیر نامساوی صورت، این در است. دارد، Lf لیپشیتز ثابت که ،∇f

f(y) ≤ f(x) + ⟨∇f(x),y − x⟩+ Lf

٢ ∥y − x∥٢٢. (٣۰-۴)

پایه همگرایی ویژگیهای ٢-۶-۴

و پراکسیمال الگوریتم توسط شده تولید {(xk,yk)}k≥۰ دنبالهی همگرایی مورد در ویژگی چند قسمت، این در

میکنیم تعریف منظور، این برای میشود. مرور [١٩] از ،{Ψ(xk,yk)}k≥۰ یعنی متناظر، هدف تابع مقادیر نیز

را x بهروزرسانی مسألهی سپس، است. کراندار {zk}k≥۰ دنبالهی که است این بر فرض اینجا در .zk = (xk,yk)

نوشت میتوان صورت، این در بگیرید. نظر در (٢۵-۴) معادلهی در
f(xk+١) + ⟨∇xH(xk,yk),xk+١ − xk⟩+

١
٢µx
∥xk+١ − xk∥٢٢ ≤ f(xk). (٣١-۴)

نوشت میتوان ،H(.,yk) تابع برای کاهشی لم خاصیت از استفاده با دیگر، طرف از
H(xk+١,yk) ≤ H(xk,yk) + ⟨∇xH(xk,yk),xk+١ − xk⟩+

Lx

٢ ∥xk+١ − xk∥٢٢. (٣٢-۴)

داشت خواهیم (٣٢-۴) و (٣١-۴) روابط سمت دو کردن جمع با



۴۶ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل

(
١
٢µx

− Lx

٢ )∥xk+١ − xk∥٢٢ ≤ f(xk) +H(xk,yk)− f(xk+١)−H(xk+١,yk). (٣٣-۴)

آورد خواهیم بدست ،y برای مشابه روالی کردن دنبال با
(
١
٢µy
− Ly

٢ )∥yk+١ − yk∥٢٢ ≤ g(yk) +H(xk+١,yk)− g(yk+١)−H(xk+١,yk+١). (٣۴-۴)

میکنیم تعریف
γx =

١
٢µx

− Lx

٢ , γy =
١
٢µy
− Ly

٢ . (٣۵-۴)

داریم (٣۴-۴) و (٣٣-۴) روابط سمت دو هر کردن جمع با حال،
γx∥xk+١ − xk∥٢٢ + γy∥yk+١ − yk∥٢٢ ≤ Ψ(xk,yk)−Ψ(xk+١,yk+١), (٣۶-۴)

است خلاصهسازی قابل نیز زیر صورت به که
ρ∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ Ψ(xk,yk)−Ψ(xk+١,yk+١), (٣٧-۴)

،{Ψ(xk,yk)}k≥۰ یعنی هدف، تابع مقادیر دنبالهی که میشود نتیجه فوق رابطهی از .ρ = min(γx, γy) آن، در که

است. همگرا دنباله این که میشود نتیجه است، کراندار پائین از Ψ تابع چون طرفی، از است. غیرافزایشی دنبالهای

صورت، این در میکنیم. جمع هم با را آنها سمت دو و نوشته k ≥ ۰ همهی برای را (٣٧-۴) رابطهی حال،

داشت خواهیم
∞∑
k=۰

ρ∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ Ψ(x۰,y۰)−Ψ(x∞,y∞). (٣٨-۴)

که میدهد نتیجه فوق رابطهی ،ρ > ۰ لذا و γx, γy ≥ ۰ که این به توجه با
lim
k→∞

∥zk+١ − zk∥٢ = ۰. (٣٩-۴)

بحرانی نقطهی به زیردنباله همگرایی ٣-۶-۴

که [١٩] میآید دست به ،∥zk+١ − zk∥٢ یعنی متوالی، تکرار دو اختلاف نرم برای پائین باند یک قسمت، این در

هدف تابع بحرانی نقطهی یک به پراکسیمال الگوریتم توسط شده تولید دنبالهی همگرایی اثبات برای ادامه، در

لازم (٢۵-۴) بهینهسازی مسائل برای اول مرتبهی بهینگی شرط که داریم توجه منظور، این برای بود. خواهد مفید

عبارت به باشد. کننده حداقل نقاط در مربوطه هدف توابع دیفرانسیل زیر- مجموعهی عضو صفر بردار که میدارد

داشت خواهیم x بهروزرسانی مسألهی برای دیگر،
۰ ∈ ∂f(xk+١) +∇xH(xk,yk) +

١
µx

(xk+١ − xk). (۴۰-۴)



۴٧ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
میکنیم تعریف

Ak
x ≜ ١

µx
(xk − xk+١) +∇xH(xk+١,yk+١)−∇xH(xk,yk). (۴١-۴)

و y برای مشابه روالی طی با .Ak
x ∈ ∂xΨ(xk+١,yk+١) که دید میتوان ،(۴۰-۴) رابطهی گرفتن نظر در با سپس،

نوشت میتوان ،(۴١-۴) مشابه کمیتی تعریف
(Ak

x, A
k
y) ∈ ∂Ψ(xk+١,yk+١). (۴٢-۴)

رابطهی از نُرم، برای مثلثی نامساوی بکارگیری با و H تابع گرادیان بودن توپلیتز ویژگی از استفاده با طرفی، از

گرفت نتیجه میتوان (۴١-۴)
∥Ak

x∥٢ ≤
١
µx
∥xk − xk+٢∥١ + ∥∇xH(xk+١,yk+١)−∇xH(xk,yk)∥٢

≤ ١
µx
∥xk − xk+٢∥١ +M(∥xk − xk+٢∥١ + ∥yk − yk+٢∥١)

= (M +
١
µx

)∥xk − xk+٢∥١ +M∥yk − yk+٢∥١

≤
√٢(M +

١
µx

)∥zk − zk+٢∥١.

(۴٣-۴)

میآوریم بدست اول مرتبهی بهینگی شرط گرفتن نظر در با و y بهروزرسانی مسألهی به توجه با مشابه، طرز به
۰ ∈ ∂g(yk+١) +∇yH(xk+١,yk) +

١
µy

(yk+١ − yk), (۴۴-۴)

تعریف با که
Ak

y ≜ ١
µy

(yk − yk+١) +∇yH(xk+١,yk+١)−∇yH(xk+١,yk), (۴۵-۴)

نوشت میتوان ،∇yH بودن لیپشیتز به توجه با و
∥Ak

y∥٢ ≤
٢
µy
∥zk − zk+٢∥١. (۴۶-۴)

داریم (۴۶-۴) و (۴٣-۴) روابط از نتیجه، در
∥(Ak

x, A
k
y)∥٢ ≤ ∥Ak

x∥٢ + ∥Ak
y∥٢ ≤ ρxy∥zk − zk+٢∥١. (۴٧-۴)

.ρxy = max(
√٢(M + ١/µx),٢/µy) آن، در که

کنید فرض است. همگرا زیردنبالهای حاوی دنباله این ،{zk}k≥۰ دنبالهی بودن کراندار فرض به توجه با

{zk}k≥۰ در
{
(xkq ,ykq )

}
q∈N مانند زیردنبالهای نتیجه، در باشد. دنباله این از حدی نقطهی یک z∗ = (x∗,y∗)

هستند، نیمهپیوسته پائین از g و f توابع اینکه به توجه با .q → ∞ وقتی (xkq ,ykq ) → (x∗,y∗) که دارد وجود

داریم



۴٨ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
lim inf
q→∞

f(xkq
) ≥ f(x∗), lim inf

q→∞
g(ykq

) ≥ g(x∗). (۴٨-۴)

داریم ،(٢۵-۴) رابطهی در x = x∗ دادن قرار با دیگر، طرف از

f(xk+١) + ⟨∇xH(xk,yk),xk+١ − xk⟩+
١
٢µx
∥xk+١ − xk∥٢٢ ≤

f(x∗) + ⟨∇xH(xk,yk),x
∗ − xk⟩+

١
٢µx
∥x∗ − xk∥٢٢. (۴٩-۴)

داشت خواهیم بینهایت، سمت به q دادن میل و فوق نامساوی در k = kq − ١ دادن قرار با
lim sup
q→∞

f(xkq ) ≤ lim sup
q→∞

(⟨
∇xH(xkq−١,ykq−١),x∗ − xkq−١

⟩
+

١
٢µx
∥x∗ − xkq−٢٢∥١

)
+ f(x∗). (۵۰-۴)

که میرسیم نتیجه این به نهایت در ،q →∞ برای xkq−١ → x∗ که این به توجه با حال،
lim sup
q→∞

f(xkq ) ≤ f(x∗). (۵١-۴)

y و g تابع برای را مشابهی استدلال .f(xkq ) → f(x∗) که میدهد نتیجه (۵١-۴) و (۴٨-۴) رابطهی دو ترکیب

داریم نهایت، در نوشت. میتوان
lim
q→∞

Ψ(xkq ,ykq ) = lim
q→∞

{
f(xkq ) + g(ykq ) +H(xkq ,ykq )

}
= f(x∗) + g(y∗) +H(x∗,y∗)

= Ψ(x∗,y∗).

(۵٢-۴)

(۰, ۰) ∈ که میشود نتیجه ١-۴ لم از ،(٣٩-۴) و (۴٧-۴) ،(۴٢-۴) روابط گرفتن نظر در با دیگر، طرف از

است. Ψ بحرانی نقطهی یک (x∗,y∗) بنابراین، .∂Ψ(x∗,y∗)

بحرانی نقطهی به کلی همگرایی ۴-۶-۴

Ψ بحرانی نقطهی یک به پراکسیمال الگوریتم توسط شده تولید دنبالهی که موضوع این اثبات قسمت، این در

اثباتهایی واقع، در میشود. عمل وارد بودن KL مهم ویژگی که است زمانی اینجا میگردد. مرور میشود، همگرا

مرور زیر قضیهی در نتیجه این نداشتند. لازم را ویژگی این هیچکدام شد مرور همگرایی مورد در اینجا به تا که

میشود.

همچنان نیز شد مطرح اینجا به تا که مفروضاتی کلیهی همچنین، است. KL تابعی Ψ فرضکنید ([١٩]) ١-۴ قضیه
داریم اینصورت، در هستند. برقرار



۴٩ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
یعنی دارد، محدودی طول {zk}k∈N دنبالهی •

∞∑
k=١
∥zk+١ − zk∥٢ <∞ (۵٣-۴)

میشود. همگرا Ψ از z∗ = (x∗,y∗) بحرانی نقطهی یک به {zk}k∈N دنبالهی •

که میدهد نتیجه {zk}k∈N دنبالهی بودن کراندار فرض که کنید توجه ابتدا قضیه، این اثبات مختصر مرور برای

گامهایی کردن طی با میشود. همگرا z̄ به q →∞ برای که دارد وجود دنباله این از {zkq

}
q∈N مانند زیردنبالهای

نوشت میتوان شد، انجام قبلی بخش در آنچه مشابه
lim
k→∞

Ψ(xk,yk) = Ψ(x̄, ȳ). (۵۴-۴)

نوشت میتوان (٢٩-۴) رابطهی از ،Ψ تابع بودن KL به توجه با طرفی، از
ψ′(Ψ(zk)−Ψ(z̄)) · dist(۰, ∂Ψ(zk)) ≥ ١. (۵۵-۴)

که میدهد نتیجه (۴٧-۴) رابطهی از استفاده حال،
ψ′(Ψ(zk)−Ψ(z̄)) ≥ ρ−١xy · ∥zk − zk−١٢−∥١ . (۵۶-۴)

داریم ،ψ تابع بودن مقعر به توجه با
ψ(Ψ(zk)−Ψ(z̄))− ψ(Ψ(zk+١)−Ψ(z̄)) ≥ ψ′(Ψ(zk)−Ψ(z̄))(Ψ(zk)−Ψ(zk+١)). (۵٧-۴)

میکنیم تعریف بحث، ادامهی راحتی برای
∆p,q ≜ ψ(Ψ(zp)−Ψ(z̄))− ψ(Ψ(zq)−Ψ(z̄)), p, q ∈ N, (۵٨-۴)

و
C ≜ ٢ρxy

ρ
. (۵٩-۴)

نوشت میتوان بالا، روابط به توجه با و (٣٧-۴) رابطهی از استفاده با صورت، این در
∆k,k+١ ≥

∥zk+١ − zk∥٢٢
C · ∥zk − zk−٢∥١

, (۶۰-۴)

یا
∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ C ·∆k,k+١ · ∥zk − zk−٢∥١. (۶١-۴)

میآوریم بدست ،α, β ≥ ۰ برای ٢√αβ ≤ α+ β نامساوی از استفاده با حال،
٢∥zk+١ − zk∥٢ ≤ ∥zk − zk−٢∥١ + C ·∆k,k+١. (۶٢-۴)

میشود مرور زیر رابطهی اثبات ادامه، در



۵۰ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
k∑

i=l+١
∥zi+١ − zi∥٢ ≤ ∥zl+١ − zl∥٢ + C ·∆l+١,k+١, ∀k > l (۶٣-۴)

i = l+ ١, . . . , k برای را (۶٢-۴) رابطهی منظور، این برای بزرگ. کافی اندازهی به است اندیسی l > ۰ آن، در که

داشت خواهیم میکنیم. جمع
٢

k∑
i=l+١

∥zi+١ − zi∥٢ ≤
k∑

i=l+١
∥zi − zi−٢∥١ + C

k∑
i=l+١

∆i,i+١

≤
k∑

i=l+١
∥zi+١ − zi∥٢ + ∥zl+١ − zl∥٢ + C

k∑
i=l+١

∆i,i+١

=

k∑
i=l+١

∥zi+١ − zi∥٢ + ∥zl+١ − zl∥٢ + C ·∆l+١,k+١,

(۶۴-۴)

،ψ ≥ ۰ که آنجایی از .p, q, r ∈ N تمام برای ∆p,q + ∆q,r = ∆p,r که است شده استفاده نکته این از آن در که

داریم k > l هر برای
k∑

i=l+١
∥zi+١ − zi∥٢ ≤ ∥zl+١ − zl∥٢ + C · ψ(Ψ(zl+١)−Ψ(z̄)), (۶۵-۴)

است، کوشی١ دنبالهی یک {zk}k∈N دنبالهی که میدهد نشان همچنین فوق رابطهی میدهد. نتیجه را (۵٣-۴) که

هر برای دقیقتر، عبارت به میشود. کم دلخواه طور به دنباله عضو دو هر فاصلهی بعد، به اندیسی یک از یعنی

داریم q > p > l

zq − zp =

q−١∑
k=p

(zk+١ − zk), (۶۶-۴)

بنابراین، و
∥zq − zp∥٢ = ∥

q−١∑
k=p

(zk+١ − zk)∥٢ ≤
q−١∑
k=p

∥zk+١ − zk∥٢. (۶٧-۴)

میشود. اثبات دنباله بودن کوشی ،(۵٣-۴) رابطهی به توجه با و بینهایت سمت به l دادن میل با اینصورت، در

روابط طبق است. همگرا {zk}k∈N دنبالهی بنابراین، .[١٢٣] است همگرا کوشی، دنبالهی هر میدانیم طرفی، از

اثبات ترتیب، این به است. Ψ تابع از بحرانی نقطهی یک همگرایی نقطهی این میدانیم ،(۵٢-۴) در آمده بدست

میشود. کامل قضیه

همگرایی نرخ ۵-۶-۴

توجه باید ابتدا منظور، این برای میکنیم. مرور [٨] از PALM الگوریتم برای را همگرایی نرخ قسمت، این در

[٨] کرد انتخاب زیر فرم به میتوان را ψ مقعر تابع نیمهجبری، توابع برای که داشت
١Cauchy sequence



۵١ غیرمحدب کمینهسازی برای پراکسیمال الگوریتمهای بر مروری :۴ فصل
ψ(s) = c · s١−θ, (۶٨-۴)

الگوریتم توسط شده تولیده {zk}k∈N دنبالهی همگرایی نرخ برای اینصورت، در .۰ ≤ θ < ١ و c > ۰ آن، در که

[٨] نوشت میتوان پراکسیمال

میشود. همگرا تکرار محدودی تعداد یک در {zk}k∈N دنبالهی ،θ = ۰ اگر •

.∥zk − z̄∥٢ ≤ ωτk که نحوی به دارند وجود ۰ ≤ θ < ١ و ω > ۰ صورت این در ،۰ < θ ≤ ۰٫ ۵ اگر •

که نحوی به دارد وجود ω > ۰ صورت این در ،۰٫ ۵ < θ < ١ اگر •

∥zk − z̄∥٢ ≤ ωk
θ−١
٢θ−١ .

جمعبندی ٧-۴

مرور را پراکسیمال الگوریتمهای به معروف کمینهسازی، الگوریتمهای از مهم بسیار دستهی یک فصل، این در

عملکرد و کردهاند کسب فراوانی محبوبیت بالا ابعاد با مسائل حل برای امروزه ویژه به الگوریتمها این کردیم.

نیز غیرمحدب مسائل به گذشته سال چند در الگوریتمها این مهمتر، این از میدهند. نشان خود از مطلوبی بسیار

شده آشنا تابع یک پراکسیمال عملگر مفهوم با ابتدا گذشت، فصل این در که مطالبی سلسله در شدهاند. داده تعمیم

را پراکسیمال الگوریتمهای ایدهی سپس، شدیم. یادآور را آن اهمیت تُنُک، پردازش در مهم مثال چند ذکر با و

نهایت، در و نموده، یادآوری غیرهموار، هم و هموار قسمت شامل هم یعنی ترکیبی، هدف تابع با مسائل حل برای

نمودیم. مرور را الگوریتمها این همگرایی اثبات اساسی گامهای

الگوریتمهای مبنای بر عمدتاً که را، تُنُک نمایش بازیابی برای خودمان پیشنهادی الگوریتمهای بعد، فصل در

میکنیم. معرفی هستند، پراکسیمال



فصل۵

کُدینگتُنُک برای پیشنهادی الگوریتم�های

مقدمه ١-۵

پیشنهادی الگوریتمهای به فصل این خاص، طور به است. رساله این پیشنهادی الگوریتمهای معرفی شروع فصل این

الگوریتمهای میدهد. تشکیل را دیکشنری آموزش از مهم گام یک خود که دارد اختصاص تُنُک نمایش برای

حل در سعی همگی اما دارند تفاوتهایی عموما ماهیت و ساختار در که میشوند معرفی فصل این در متنوعی

دارند. تُنُک نمایش بازیابی مقید مسألهی

میشود آغاز ISP اختصار به یا تُنُکسازی-تصویر١ تکراری الگوریتمهای خانوادهی معرفی با فصل این

که کلیدی نکتهی دارند. مشابهی زیربنائی ایدهی و بوده SL0 الگوریتم از تعمیمی واقع در ISP الگوریتمهای .[١۰۴]

واقع، در است. پراکسیمال عملگر از کاهشی گرادیان تعبیر بر مبتنی است شده استفاده الگوریتمها این توسعه برای

پراکسیمال عملگر با را SL0 الگوریتم کاهشی گرادیان گام ISP الگوریتمهای دید، خواهیم ادامه در که همانطور

الگوریتمها این بعلاوه، میکند. جایگزین یک، نُرم یا و صفر نُرم مانند کلی، تُنُکی تشویقکنندهی تابع یک با متناظر

میدهند. نشان خود از نویز به نسبت خوبی مقاومت SL0 الگوریتم برخلاف که دارند نویز به مقاوم نسخهای

کمینهسازی مسألهی الگوریتم این میشود. معرفی IPP یا پراکسیمال-تصویر٢، تکراری الگوریتم سپس،

مشابه الگوریتم این کلی ساختار میکند. حل تُنُک نمایش بازیابی برای را ناهموار بودن تُنُک تشویقکننده تابع یک
١Iterative Sparsification-Projection
٢Iterative Proximal-Projection

۵٢



۵٣ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
همگرایی با نسخهای همچنین، میکند. ایجاد را تفاوتهایی هدف تابع بودن ناهموار اما است، ISP الگوریتم

پراکسیمال الگوریتمهای سرعتبخشی ایدههای از استفاده بر مبتنی که میشود معرفی الگوریتمها این از سریعتر

میشود. ارائه نیز الگوریتمها این همگرایی اثبات این، بر علاوه است. محدب مسائل برای

این ساختار میشود. معرفی L0Soft یا نَرم صفر-آستانهگذاری نُرم الگوریتم نام به دیگری الگوریتم ادامه، در

الگوریتم مانند الگوریتم این واقع، در است. متفاوت ایدهای بر مبتنی و داشته فرق قبلی الگوریتمهای با الگوریتم

نیست. مشتقپذیر ،SL0 تابع برخلاف که نماید جایگزین پیوسته تابع یک با را صفر نُرم ناهموار تابع دارد قصد SL0

مسألهی یک به صفر نُرم کمینهسازی مسألهی صفر، نُرم تابع از خاص تعریف یک از استفاده با الگوریتم، این در

میشود. حل پراکسیمال الگوریتمهای از استفاده با و شده تبدیل یک نُرم کمینهسازی

(ISP) پیاپی تُنُکسازی-تصویرسازی الگوریتم ٢-۵

بر باشیم داشته دیگر مروری تا است لازم ابتدا منظور، این برای میشوند. معرفی ISP الگوریتمهای قسمت، این در

الگوریتم آوردن بدست شامل مرور این است. ISP الگوریتم الهامبخش و شروع نقطهی واقع در که SL0 الگوریتم

همگرایی که کاهشی، گرادیان گام طول بازهی آن، نتیجهی در که است پراکسیمال الگوریتمهای از استفاده با SL0

نوعی واقع در کاهشی گرادیان مرحلهی که میشود داده نشان بعلاوه، میآید. بدست میکند، تضمین را دنباله

میشود. جواب شدن تُنُک به منجر که میکند پیادهسازی را آستانهگذاری عملیات

(SL0) شده هموار صفر نُرم الگوریتم بازبینی ٢-١-۵

با صفر نُرم ناهموار تابع زدن تقریب از است عبارت SL0 الگوریتم اصلی ایدهی شد، بیان ٢ فصل در که همانطور

میشود تعریف زیر صورت به که میدهیم نشان ∥ · ∥σ با را تابع این ما خوشرفتار. و مشتقپذیر تابع یک
∥x∥σ ≜ n−

n∑
i=١

exp(−x
٢
i

σ٢ )· (١-۵)

به SL0 الگوریتم با متناظر مسألهی تعریف، این با میکند. میل صفر نُرم تابع سمت به فوق تابع ،σ → ۰ که زمانی

میشود فرمولبندی زیر صورت
min
x
∥x∥σ s.t. y = Dx· (٢-۵)



۵۴ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
نهایی جواب با مسأله هر که میکند، حل σ از کاهشی مقادیر ازای به را فوق مسائل از دنبالهای سپس الگوریتم این

استفاده تصویر و گرادیان مرحلهای دو استراتژی یک از مسأله هر برای بعلاوه، میشود. مقداردهی قبلی مسألهی

مجموعهی روی را نتیجه سپس و کرده حرکت هدف تابع گرادیان عکس جهت در اندکی گرادیان، گام در میشود.

میدهیم نشان زیر بصورت را قید مجموعهی این بحث، ادامهی راحتی برای میکنیم. تصویر (٢-۵) قید
C ≜ {x | y = Dx} · (٣-۵)

نوشت زیر فرم به میتوان را SL0 الگوریتم توسط شده حل مسألهی کلی، حالت در
min
x

{
Fσ(x) ≜ ∥x∥σ + I(x)

}
, (۴-۵)

میشود تعریف زیر بصورت که است C مجموعهی مشخصهی تابع I آن، در که

I(x) ≜

 ۰ x ∈ C

+∞ x /∈ C
(۵-۵)

در (۴-۵) مسألهی که دید میتوان راحتی به اینصورت در ،g(x) ≜ I(x) و fσ(x) ≜ ∥x∥σ کنیم تعریف اگر حال

نکتهای ببینید). را قبل فصل از (٩-۴) (مسألهی است پراکسیمال الگوریتمهای توسط حل قابل مسائل کلی قالب

میشود. اثبات زیر لم در موضوع این است. لیپشیتز fσ تابع گرادیان دهیم نشان که است این میماند باقی که

.L = ٢
σ٢ از است عبارت آن لیپشیتز ثابت و بوده لیپشیتز fσ(x) تابع گرادیان ١-۵ لم

در که ،F (x) ≜ ∑n
i=١ f(xi) باشیم داشته اگر که میکنیم ثابت ابتدا ،∇fσ لیپشیتز ثابت آوردن بدست برای اثبات.

با لیپشیتز گرادیانی هم F تابع اینصورت، در است، L ثابت با لیپشیتز f : R −→ R مشتق ، و domF = Rn آن

از است عبارت F گرادیان که داریم توجه موضوع، این اثبات برای داشت. خواهد L ثابت همان

∇F (x) = [f
′
(x١), · · · , f

′
(xn)]

T ·

داشت خواهیم x, z ∈ Rn همهی برای سپس،
∥∇F (x)−∇F (z)∥٢ =

√√√√ n∑
i=١

(f ′(xi)− f ′(zi))٢

≤

√√√√ n∑
i=١

L٢ · (xi − zi)٢

=L · ∥x− z∥٢,

(۶-۵)



۵۵ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

لیپشیتز ثابت است کافی فوق نتیجهی از استفاده با بنابراین، .fσ(x) = ∑n
i=١)١− exp(− x٢i

σ٢ )) که کنید دقت حال،

با است برابر که f تابع دوم مشتق برای کنیم. محاسبه را f(x) = ١− exp(− x٢
σ٢ ) تابع

f
′′
(x) =

٢
σ٢ (١−

٢x٢
σ٢ ) exp(−x

٢
σ٢ ),

برابر f ′ لیپشیتز ثابت که میرسیم نتیجه این به میانی١ مقدار قضیه از استفاده با که ∀x : |f ′′
(x)| ≤ (٢/σ٢) داریم

.٢/σ٢ از است عبارت هم ∇fσ لیپشیتز ثابت نتیجه، در .L = ٢/σ٢ با است

خواهد زیر بصورت پراکسیمال الگوریتمهای کمک به مسأله این حل .(۴-۵) مسألهی به برمیگردیم حال

بود
xk+١ = proxµg(xk − µσ∇fσ(xk))· (٧-۵)

تابع یک پراکسیمال عملگر که میدانیم گذشته فصل نتایج از و است مشخصه تابع یک g تابع که داریم توجه

روی تصویر عملگر میشود g تابع مورد در که متناظر، مجموعهی روی تصویر عملگر از است عبارت مشخصه

است. SL0 الگوریتم کردن تصویر و کاهشی گرادیان گام دو همان دقیقا الگوریتم این نتیجه، در .C مجموعهی

است. شده بیان زیر قضیهی در (٧-۵) در شده تولید دنبالهی همگرایی

نقطهی یک به دنباله این اینصورت، در باشد. (٧-۵) در شده تولید دنبالهی {xk}k≥۰ کنید فرض ١-۵ قضیه
اینصورت، در ،µ ∈ (۰,١/٢] بعبارتی یا ،µσ ∈ (۰, σ٢/٢] اگر بعلاوه، میشود. همگرا (۴-۵) هدف تابع بحرانی

است. غیرافزایشی {Fσ(xk)}k≥۰ یعنی هدف، تابع مقادیر دنبالهی

است زیر مسألهی جواب واقع در ،(٧-۵) در شده تولید دنبالهی که داریم توجه ابتدا اثبات.
xk+١ = argmin

x

{
∇fσ(xk)

T (x− xk) +
١
٢µσ
∥x− xk∥٢٢ + g(x)

}
(٨-۵)

نوشت زیر بصورت میتوان را xk+١ بهینگی برای لازم شروط نتیجه، در
∇fσ(xk)

T (xk+١ − xk) +
١
٢µσ
∥xk+١ − xk∥٢٢ + g(xk+١) ≤ g(xk) (٩-۵)

و
۰ ∈ ∂g(xk+١) +∇fσ(xk) +

١
µσ

(xk+١ − xk), (١۰-۵)

مشتقپذیر پیوسته بصورت f که ، h = f + g تابع برای که است شده استفاده نکته این از (١۰-۵) رابطهی در که

(لم است لیپشیتز ∇fσ چون دیگر، طرف از .[٩۵] ∂h(x) = ∇f(x) + ∂g(x) نوشت میتوان است، محدب g و
١Mean value theorem



۵۶ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
نوشت میتوان ،(١-۵

fσ(xk+١) ≤ fσ(xk) +∇fσ(xk)
T (xk+١ − xk) +

L

٢ ∥xk+١ − xk∥٢٢. (١١-۵)

میدهد نتیجه (١١-۵) و (٩-۵) روابط سمت دو زدن جمع حال،
fσ(xk+١) + g(xk+١) ≤ fσ(xk) + g(xk)− (

١
٢µσ

− L

٢ )∥xk+١ − xk∥٢٢. (١٢-۵)

،{Fσ(xk)}∞k=۰ یعنی هدف، تابع مقادیر دنبالهی اینصورت در ،µσ ∈ (۰, ١L ] اگر که میدهد نشان فوق رابطهی

میشود. همگرا {Fσ(xk)}∞k=۰ دنبالهی بنابراین است، کراندار پائین از Fσ که آنجایی از بود. خواهد غیرافزایشی

میدهد نتیجه k = ۰, · · · ,∞ برای (١٢-۵) رابطهی زدن جمع
∞∑
k=۰

{
(
١
٢µσ

− L

٢ )∥xk+١ − xk∥٢٢
}
≤ Fσ(x۰)− Fσ(x∞) (١٣-۵)

رابطهی طبق دیگر، طرف از . xk+١ → xk که میشود نتیجه رابطه، این راست سمت بودن نامنفی به توجه با که

نتیجه، در میشود. تصویر است، کراندار مجموعهی یک که ، C مجموعهی روی تکرار هر در تخمین بردار ،(٧-۵)

مانند همگرا زیردنبالهی یک ،[۶٨] Bolzano–Weierstrass قضیهی طبق بنابراین، است. کراندار {xk}∞k=۰ دنبالهی

نقطهی یک x∗ که میدهیم نشان ادامه، در میشود. همگرا x∗ نقطهی یک به که دارد وجود {xk}∞k=۰ از
{
xkj

}∞
j=۰

میکنیم تعریف منظور، این برای است. Fσ بحرانی
uj ≜ ∇fσ(xkj )−∇fσ(xkj−١)−

١
µσ

(xkj − xkj−١). (١۴-۵)

داریم ∇fσ بودن لیپشیتز ویژگی از استفاده با سپس، . uj ∈ ∂Fσ(xkj ) که میشود نتیجه (١۰-۵) از حال،
∥uj∥٢ ≤ L∥xkj − xkj−٢∥١ +

١
µσ
∥xkj − xkj−٢∥١ → ۰ (١۵-۵)

پیوسته به توجه با دیگر، طرف از . uj → ۰ بنابراین، .xk+١ − xk → ۰ که است شده استفاده نکته این از آن در که

داریم (١-۴) لم از استفاده با نهایت، در . Fσ(xkj )→ Fσ(x
∗) داریم ،g بودن نیمه-پیوسته پائین از و fσ بودن

۰ ∈ ∂Fσ(x
∗),

میکند. کامل را اثبات که

به است کاهشی گرادیان گام طول برای لازمی شرط میشود استخراج فوق قضیه از که مهمی نتیجهی یک

گام طول تعیین برای بنابراین و نداشته شرطی چنین SL0 الگوریتم میکند. تضمین را دنباله همگرایی که گونهای

است. نکرده ارائه خاصی دستورالعمل
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سخت. آستانهگذاری تابع همراه به (١۶-۵) شده هموار صفر نُرم آستانهگذاری تابع :١-۵ شکل

پیشنهادی الگوریتم ٢-٢-۵

مرحلهی که کنید توجه ابتدا منظور، این برای میشود. ارائه تُنُک بازیابی برای پیشنهادی الگوریتم قسمت، این در

مورد بردار مؤلفههای تک تک به زیر اسکالر تابع اعمال از است عبارت حقیقت در SL0 الگوریتم کاهشی گرادیان

تخمین
x←− T ۰σ (x) ≜ x · (١− exp(−x

٢
σ٢ )), (١۶-۵)

تنها شده، هموار صفر نُرم تابع بودن جدائیپذیر به توجه با همچنین، .µ = ١/٢ شدهاست فرض آن برای که

این بهتر، دید یک برای است. تُنُکساز عملگر یک واقع در T ۰σ تابع که کنید دقت است. شده بیان اسکالر حالت

T h
λ (x) = شکل، این در که داریم توجه است. شده رسم ١-۵ شکل در سخت آستانهگذاری تابع همراه به تابع

تُنُکسازی جهت در شده هموار صفر نُرم آستانهگذاری تابع مشخصاست، شکل این از که همانطور .proxλ∥.∥۰(x)

تغییر بدون است بزرگتر حدی از آنها دامنهی که را ورودیهایی که ترتیب این به میکند، عمل خود ورودی

آستانهگذاری تابع برخلاف واقع، در میکند. منقبض آنها دامنهی با متناسب را دیگر ورودیهای اما میگذارد،

چنین برای هموارتر رفتاری (١۶-۵) تابع میکند، صفر کامل طور به را کمتر حدی از ورودیهای که سخت

دارد. ورودیهایی

بگیرید نظر در را زیر تابع بودن، تُنُک تشویقکنندهی هموار توابع از دیگر مثالی یک عنوان به
f١σ(x) =

x٢√
x٢ + σ٢

· (١٧-۵)

این به .F ١
σ (x) ≜

∑
i f

١
σ(xi)یعنی کنیم، اعمال ،x بردار یک روی مؤلفه به مؤلفه صورت به را تابع این کنید فرض
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نرم. آستانهگذاری تابع همراه به شده هموار یک نُرم آستانهگذاری تابع :٢-۵ شکل

نسخهی یک فوق تابع نتیجه، در میکند. میل یک نُرم سمت به σ → ۰ برای F ١
σ تابع که داد نشان میتوان ترتیب،

را آن و مینامیم شده هموار یک نُرم تابع ادامه، در را تابع این ما دلیل، همین به است. یک نُرم تابع از شده هموار

میدهیم. نمایش SL1 با اختصار به

لیپشیتز L = ٢/σ با برابر ثابتی با f١σ تابع گرادیان که داد نشان میتوان شد، طی ١-۵ لم در که روالی مشابه

همراه به ،µσ = ١/L برای که T ١σ (x) = x−µσ∇f١σ(x) از است عبارت SL1 تابع با متناظر آستانهگذاری تابع است.

از که همانطور .T s
λ(x) = proxλ∥.∥١(x) شکل، این در است. شده رسم ٢-۵ شکل در یک، نُرم آستانهگذاری تابع

هموار تقریبی واقع در و میزند تقریب را یک نُرم آستانهگذاری تابع خوبی به T ١σ (x) تابع مشخصاست، شکل این

آستانهگذاری تابع در λ آستانهی پارامتر و تابع، این در σ پارامتر بین رابطهی آوردن بدست برای میدهد. ارائه آن از

.λ = µσ = σ/٢ داریم بنابراین، است. برقرار x− µσ = x− λ رابطهی بینهایت در که داریم دقت نَرم،

توابع و تُنُکبودن تشویقکنندهی هموار توابع میان جالب رابطهی یک نشاندهندهی واقع در رفتارها این

گرادیان تعبیر از موضوع این واقع، در است. آنها متناظر ناهموار توابع پراکسیمال) (عملگرهای آستانهگذاری

یادآوری، برای کردیم. بررسی را آن قبل فصل در که میشود ناشی هموار توابع پراکسیمال عملگر برای کاهشی

طول یک فرض با کاهشی گرادیان گام یک با است برابر تقریبی صورت به f هموار تابع یک پراکسیمال عملگر

دیگر، عبارت به کوچک. کافی اندازهی به گام
proxµf (x) ≈ x− µ∇f(x)· (١٨-۵)

نمیتوان را فوق ویژگی بنابراین و نیست هموار صفر نقطهی در تابع این بگیرید. نظر در را f(x) = |x| تابع اکنون،

فوق ویژگی که داریم انتظار کنیم، استفاده f١σ(x) یعنی آن هموار تقریب از اگر اما گرفت. کار به آن مورد در
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D اتمهای برحسب y تُنُک نمایش محاسبهی هدف: •
I ،۰ < c < ١ ،τf ،τ۰ ،T ∗

τ (.) ،D ،y ورودی: •
τ = τ۰ ،x = D†y اولیه: مقداردهی •

بده انجام τ > τf توقف شرط به رسیدن تا را زیر گامهای الگوریتم: شروع •
بده انجام i = ١,٢, . . . , I برای �
x̃ = T ∗

τ (x) تُنُکسازی: .١
x = argminu∈Aϵ

∥u− x̃∥٢٢ کردن: تصویر .٢
τ ← c · τ �
xk خروجی: •

.(ISP) کردن تُنُکسازی-تصویر تکراری الگوریتم :٣-۵ شکل

دیگر، عبارت به باشد. برقرار کوچک کافی اندازهی به σ یک برای و خوبی دقت با همچنان
proxµσf (x) = T

s
µσ

(x) ≈ x− µσ∇f١σ(x). (١٩-۵)

این گرفت مشاهدات این از میتوان که نتیجهای نمود. مشاهده ٢-۵ شکل از میتوان دیگر بار را تقریب این دقت

میکند، عمل نَرم آستانهگذاری مانند خوبی دقت با ℓ١ تابع هموار تقریب روی کاهشی گرادیان گام یک که است

و صفر نُرم تابع مورد در مشابهی نتیجهگیری است. کاهشی گرادیان گام طول با برابر آن برای آستانه پارامتر که

.λ = µσ یعنی است، قبل مشابه نیز گام طول و آستانه پارامتر بین رابطهی است. برقرار آن هموار نسخهی

مختلف آستانهگذاری توابع با SL0 الگوریتم روال همان که گرفت نتیجه بحث این از میتوان ترتیب، این به

واقع، در میکند. رهنمون نامیدهایم، ١ISP را آن که پیشنهادی، الگوریتمهای به را ما مشاهده این است. اعمال قابل

کلی آستانهگذاری تابع یک با را SL0 الگوریتم کاهشی گرادیان گام که است این ISP الگوریتمهای اصلی ایدهی

نرم، یا و سخت آستانهگذاری تابع مانند است، ناهموار تابع یک پراکسیمال عملگر یا تابع، این کنیم. جایگزین

در الگوریتم این .SL1 تابع یا SL0 تابع مانند هموار تابع یک روی کاهشی گرادیان گام یک از است عبارت یا

شد اشاره که نحوی به که آستانهگذاری، تابع یک از است عبارت T ∗
τ شکل، این در است. شده خلاصه ٣-۵ شکل

آستانه پارامتر نهایی مقدار و اولیه مقدار ترتیب، به τf و τ۰ این، بر علاوه شود. انتخاب گوناگون طرق به میتواند

الگوریتم داخلی حلقه تکرارهای تعداد نشاندهندهی I و است، τ برای کاهش ضریب یک ۰ < c < ١ بوده، τ

از است عبارت درونی حلقهی و بوده τ پارامترهای با متناظر الگوریتم بیرونی حلقهی که است ذکر به لازم است.
١Iterative Sparsification-Projection
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آستانه. پارامتر از خاص مقدار یک برای کردن تصویر و تُنُکسازی گام دو اعمال

مختلف عملکردهای با متنوعی الگوریتمهای ،ISP الگوریتم در مختلف آستانهگذاری توابع انتخاب به بسته

توابع با متناظر ترتیب به ISP-ℓ١ و ISP-ℓ۰ ،ISP-Hard ،ISP-Soft الگوریتمهای خاص، طور به مییابند. تحقق

به نسبت اضافی پارامتر یک ،ISP-ℓ۰ مانند گرادیان، بر مبتنی الگوریتمهای هستند. T ١τ و T ۰τ ،T s
τ ،T h

τ آستانه

میتوان که است کاهشی گرادیان گام طول همان اضافی پارامتر این دارند. پراکسیمال عملگر بر مبتنی الگوریتمهای

کرد. تنظیم مطلوب عملکرد یک داشتن برای را آن

باید گام، این برای است. ISP الگوریتم در کردن تصویر گام شود، بررسی است لازم که دیگری نکتهی

شود حل زیر مسألهی
min
x

١
٢∥x− x̃∥٢٢ s.t. ∥y −Dx∥٢ ≤ ϵ, (٢۰-۵)

برای مقاوم نسخهای دارد. بستگی نویز سطح به که است پارامتری ϵ و است تُنُکسازی گام خروجی x̃ آن، در که

Robust-SL0 الگوریتم که روش، این توضیح برای است. شده معرفی [۵۰] دیگران و افتخاری توسط SL0 الگوریتم

میکنیم تعریف را زیر مجموعهی ابتدا میشود، نامیده
Cϵ ≜ {x : ∥y −Dx∥٢ ≤ ϵ} · (٢١-۵)

روی را x̃ آنگاه ،x̃ /∈ Cϵ اگر که میدهند پیشنهاد [۵۰] نویسندگان تصویرکردن، گام انجام برای صورت، این در

میکنیم. قبول تخمین بهروزرسانی بعنوان را آن اینصورت، غیر در و کرده تصویر C = {x : y = Dx} مجموعهی

.[٩٢] میشود داده x̃− (DDT )−١(Dx̃− y) عبارت با C روی x̃ تصویر

برای دیگر الگوریتم یک اینجا در ما میدهد. ارائه (٢۰-۵) حل برای تقریبی راه یک واقع در فوق ایدهی

الگوریتم این .[٢٢] است ١ADMM معروف روش بر مبتنی پیشنهادی الگوریتم میکنیم. معرفی مسأله این حل

گونهای به D دیکشنری اگر اما ندارد. خاصی ساختار دیکشنری که زمانی یعنی است، دیکشنری کلی حالت برای

(٢۰-۵) مسألهی میشود، داده نشان ادامه در که همانطور صورت، این در ،α > ۰ یک برای ،٢DDT = αI که باشد

نیست. عملی کاربردهای از دور چندان دیکشنری روی قیدی چنین که است ذکر به لازم دارد. بسته فُرم جواب

که چرا است؛ برقرار ویژگی این باشد، گسسته٣ فوریهی تبدیل ماتریس از زیرماتریسی دیکشنری اگر مثال، بعنوان
١Alternating Direction Method of Multipliers

شدیم. آشنا ٣ فصل در مفهوم این با .[٧۴] میشود نامیده Tight Frame یک ماتریس حالت، این ٢در
٣Discrete Fourier Transform
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گسسته١ کسینوسی تبدیل از عبارتند دیگر مثالهای است. نُرمال متعامد ماتریس یک گسسته فوریه تبدیل ماتریس

خود از هم خوبی عملکرد دیکشنریهایی چنین که است شده داده نشان این، بر علاوه .[١۵] هادامارد٢ تبدیل و

.[٣۵] میدهند نشان

با متناظر لاگرانژ٣ تابع ابتدا است، Tight Frame یک دیکشنری، که حالتی در (٢۰-۵) مسألهی حل برای

میدهیم تشکیل زیر بصورت را آن
L(x, λ) =

١
٢∥x− x̃∥٢٢ + λ(∥y −Dx∥٢٢ − ϵ٢), (٢٢-۵)

بود خواهند زیر بصورت (٢۰-۵) مسألهی برای ۴KKT شرایط است. لاگرانژ ضریب λ آن، در که
x∗ = (I+ λ∗ ·DTD)−١(x̃+ λ∗ ·DTy)

∥y −Dx∗∥٢٢ = ϵ٢

λ∗ ≥ ۰
(٢٣-۵)

میشود λ∗ تعیین برای زیر مسألهی حل به منجر که
∥y −D(I+ λ∗DTD)−١(x̃+ λ∗DTy)∥٢٢ = ϵ٢· (٢۴-۵)

استفاده [۶٩] ماتریس۵ معکوس لم نیز و دیکشنری برای بودن Tight Frame فرض از فوق، مسألهی حل برای

میشود ساده زیر فرم به x∗ عبارت در ماتریس معکوس حاوی جملهی ترتیب، این به میکنیم.
(I+ λ∗DTD)−١ = I− λ∗

(١+ λ∗α)
DTD, (٢۵-۵)

داشت خواهیم کنیم حل λ∗ به نسبت و داده قرار (٢۴-۵) عبارت در را آن اگر که λ∗ = ١
α max(∥y−Dx̃∥٢

ϵ − ١, ۰)
x∗ = x̃+ λ∗

١+λ∗αD
T (y −Dx̃)

. (٢۶-۵)

در (٢۰-۵) برای را زیر معادل فرمولبندی منظور، این برای میگیریم. نظر در را دیکشنری کلی حالت ادامه، در

بگیرید نظر
min
x,z

١
٢∥x− x̃∥٢٢ s.t. ∥z∥٢ ≤ ϵ, z = y −Dx, (٢٧-۵)

لاگرانژین تابع ابتدا ،ADMM الگوریتم کمک به فوق مسألهی حل برای است. کمکی متغیر یک z آن، در که

[٢٢] میدهیم تشکیل زیر فرم به را افزوده۶
١Discrete Cosine Transform
٢Hadamard Transform
٣Lagrangian function
۴Karush-Kuhn-Tucker
۵Woodbury matrix inversion lemma
۶Augmented Lagrangian function



۶٢ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

ADMM از استفاده با (٢۰-۵) مسألهی حل هدف: •
γ > ۰ ،x̃ ،D ،y ورودی: •

A = (I+ γDTD)−١ ،λ = ۰ ،x = x̃ اولیه: مقداردهی •
بده انجام ∥y −Dx∥٢ ≤ ϵ توقف شرط به رسیدن تا را زیر گامهای الگوریتم: شروع •

z = PAz(y −Dx+ ١
γλ) .١

x = A(x̃+ γDT (y − z+ ١
γλ)) .٢

λ = λ− γ(z− y +Dx) .٣
x خروجی: •

.(٢۰-۵) مسألهی حل برای پیشنهادی الگوریتم :۴-۵ شکل

L(x, z,λ) =
١
٢∥x− x̃∥٢٢ − λT (z− y +Dx) +

γ

٢∥z− y +Dx∥٢٢, (٢٨-۵)

را ∥z∥٢ ≤ ϵ قید فوق، عبارت در که کنید دقت میکند. تعیین را کلی الگوریتم همگرایی نرخ γ > ۰ آن، در که

ادامه، در شد. خواهد گرفته نظر در میشود انجام z روی بهینهسازی که زمانی قید این واقع، در نکردهایم. لحاظ

طبق هم λ لاگرانژ ضرایب بردار میشود. کمینه z روی دیگر بار و x روی یکبار تکراری، بصورت فوق تابع

هستند زیر فرم به بهروزرسانیها این دارد. را خودش بهروزرسانی فرمول ADMM روش استاندارد
zk+١ = argminz: ∥z∥٢≤ϵ L(xk, z,λk)

xk+١ = argminx L(x, zk+١,λk)

λk+١ = λk − γ(zk+١ − y +Dxk+١)

. (٢٩-۵)

میشود تبدیل زیر معادل بصورت سادهسازی کمی از بعد z بهروزرسانی
zk+١ = argmin

z: ∥z∥٢≤ϵ

١
٢∥z− y +Dxk −

١
γ
λk∥٢٢, (٣۰-۵)

است زیر بستهی فرم جواب دارای که
zk+١ = PAz(y −Dxk +

١
γ
λk), (٣١-۵)

دیگر، عبارت به است. Az = {z : ∥z∥٢ ≤ ϵ} مجموعهی روی تصویر عملگر PAz(.) آن، در که

PAz(z) ≜

 z z ∈ Az

ϵ
∥z∥٢ · z oth.

.

داریم هم x بهروزرسانی برای
xk+١ = (I+ γDTD)−١(x̃+ γDT (y − zk+١ +

١
γ
λk))· (٣٢-۵)

است. شده خلاصه ۴-۵ شکل در (٢۰-۵) مسألهی حل برای نهایی الگوریتم



۶٣ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

همگرایی آنالیز ٢-٣-۵

اثبات از استفاده با میتوان راحتی به را هستند کاهشی گرادیان بر مبتنی که ISP الگوریتمهای همگرایی تحلیل

الگوریتمهای هموار، حالت در واقع، در داد. انجام شدند مرور قبل فصل در که پراکسیمال الگوریتمهای همگرایی

عمدتاً (که باشد برقرار آنها گرادیان برای بودن لیپشیتز شرط اگر و دارند SL0 الگوریتم مشابه کاملا ساختاری ISP

داشت. خواهد دیدیم پیش فصل در آنچه مشابه کاملا روالی آنها همگرایی هست)، نیز چنین

به همگرایی اثبات ناهموار، تابع یک پراکسیمال عملگر از است عبارت آستانهگذاری تابع که حالتی در

به است آن حل پی در الگوریتم که اولیهای مسألهی وضعیت این در که چرا بود؛ نخواهد هموار حالت سادگی

تنها و نداشته اولیه مسألهی روی زیادی تمرکز عموما ما ISP الگوریتمهای در واقع، در نیست. مشخص کامل طور

قسمت در ما وجود، این با میدهیم. قرار توجه مورد است، SL0 الگوریتم از الهامبخش واقع در که را، الگوریتم

حل برای الگوریتمی مستقیم صورت به آن، بر علاوه و کرده فرمولبندی را ناهموار حالت با متناظر مسألهی ۴-۵

میدهیم. پیشنهاد آن

شبیهسازی ۴-٢-۵

از برخی با آنها مقایسهی و پیشنهادی الگوریتمهای عملکرد بررسی برای شبیهسازی نتایج بخش، این در

EM- الگوریتم ،[١٢٧] GOMP الگوریتم از عبارتند مقایسه مورد الگوریتمهای میشود. ارائه موجود الگوریتمهای

جای به تکرار، هر در که است OMP الگوریتم از تعمیمی GOMP .[١۵] NESTA الگوریتم و ،[١٢۵] GM-AMP

بیشتری همگرایی سرعت الگوریتم این که است شده داده نشان میشوند. انتخاب کاندید اتم یک از بیش اتم، یک

تکراری- الگوریتمهای از تعمیمی [۴١] ١AMP الگوریتمهای خانواده .[١٢٧] دارد OMP الگوریتم به نسبت
٢EM-GM-AMP الگوریتم میدهند. نشان خود از خوبی کیفیت و بالا سرعت که هستند (IST) آستانهگذاری

تُنُک نمایش بازیابی مسألهی در موجود آزاد پارامترهای و دارد آماری ماهیتی که است AMP بر مبتنی الگوریتمی

یک نُرم کمینهسازی برای روشی NESTA الگوریتم نهایت، در میزند. تخمین بیزین٣ روشهای از استفاده با را
١Approximate message passing
٢Expectation-maximization Gaussian-mixture approximate message passing
٣Bayesian



۶۴ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

متلب دسترس در کُدهای از الگوریتمها این پیادهسازی برای است. نستروف١ هموارسازی ایدهی بر مبتنی که بوده

است٢. شده استفاده آنها

کردهایم: استفاده زیر کمیتهای از ما الگوریتمها، عملکرد ارزیابی برای معیارهایی بعنوان

: x̂ شده تخمینزده سیگنال و x∗ اصلی سیگنال بین ٣(NMSE) نرمالیزهشده مربعات خطای متوسط •
NMSE(x∗, x̂) ≜ ∥x

∗ − x̂∥٢
∥x∗∥٢

· (٣٣-۵)

x = [x١, · · · , xn]T گسسته سیگنال یک بودن تُنُک میزان سنجش برای معیاری که [٧٣] ۴(GI) جینی ضریب •

میدهیم، نشان x̄ = [x̄١, · · · , x̄n] با که را x سیگنال مرتبشدهی نسخهی ابتدا کمیت، این تعریف برای است.

میشود تعریف زیر فرم به x جینی ضریب سپس، .|x̄١| ≤ |x̄٢| ≤ · · · |x̄n| که بگونهای بگیرید نظر در
GI(x) ≜ ١− ٢

∥x∥١

n∑
i=١

n− i+ ۰٫ ۵
n

· |x̄i|. (٣۴-۵)

و برگرداننده را ١ عددی مقدار سیگنال) (تُنُکترین دارد ناصفر درایهی یک تنها که سیگنالی برای فوق تابع

برمیگرداند. ۰ مقدار تُنُکی) درجهی (کمترین هستند برابر و ناصفر آن درایههای همهی که سیگنالی برای

نیز را آنها اجرای متوسط زمان الگوریتمها، محاسباتی پیچیدگی تقریبی ارزیابی برای فوق، معیارهای بر علاوه

٨ با برابر RAM با و ،Core i7 پردازشگر ،٧ ویندوز با سیستم یک روی شبیهسازیها تمام کرد. خواهیم گزارش

است. شده انجام گیگابایت

،ISP الگوریتمهای برای شدهاند. انتخاب و مقداردهی زیر شیوهی به مختلف الگوریتمهای پارامترهای

همچنین، است. y = Dx دستگاه دوی نُرم حداقل جواب x۰ آن، در که است، شده داده قرار τ۰ = ۵maxi |x۰i|

الگوریتم برای است. شده انتخاب ۰٫ ۴ برابر ۴-۵ الگوریتم در γ پارامتر .I = ٣ و c = ۰٫ ٩ ،τf = ۵ × ١۰−۴

پارامترهای ،EM-GM-AMP برای است. شده داده قرار N = ۴ تکرار هر در شده انتخاب اتمهای تعداد ،GOMP

برای نهایی مقدار ،NESTA الگوریتم برای است. گرفته قرار استفاده مورد اصلی مقالهی در شده پیشنهاد پیشفرض

شدهاند. گرفته نظر در پیشفرض مقادیر همان پارامترها بقیه و است شده انتخاب µf = ١۰−۵ هموارکننده پارامتر
١Nesterov’s smoothing idea

EM-GM- ،http://islab.snu.ac.kr/paper/gOMP.zip :GOMP کرد: دریافت زیر آدرسهای از میتوان را کدها ٢این
http://statweb.stanford.edu/ :NESTA و http://www�.ece.ohio-state.edu/~schniter/EMGMAMP/EMGMAMP.html :AMP

.~candes/nesta/
٣Normalized mean squared error
۴Gini index



۶۵ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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s = ۵۰ (آ)
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.ISP مختلف الگوریتمهای تکرار برحسب NMSE مقادیر :۵-۵ شکل

ISP الگوریتمهای مقایسهی

کردهایم طراحی آزمایشی منظور، این برای میشوند. مقایسه ISP الگوریتم گوناگون نسخههای عملکرد اینجا، در

منظور، این برای .[۵٢] میگیرد قرار استفاده مورد تُنُک نمایش بازیابی الگوریتمهای عملکر ارزیابی برای عموماً که

توزیع با ناصفر درایههای مکان که بصورتی میشود، گوسی-برنولی١تولید توزیع با تصادفی تُنُک سیگنال یک ابتدا

میشود. انتخاب n = ١۰۰۰ سیگنال این طول است. N (۰,١) نُرمال توزیع از درایهها این مقدار و یکنواخت

ابعاد با D ماتریس ادامه، در است. شده گرفته نظر در s ∈ {۵۰,١۰۰,١۵۰,٢۰۰} تُنُکی مختلف میزان همچنین،

m = ۴۰۰ طول به y اندازهگیری بردار نهایت، در میشود. تولید N (۰,١) توزیع از تصادفی درایههای با ۴۰۰×١۰۰۰

است. N (۰, σ٢noise) درایههای توزیع با نویزی بردار e که میشود، ایجاد y = Dx+ e بصورت
١Bernoulli-Gaussian



۶۶ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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.ISP مختلف الگوریتمهای تکرار شمارهی حسب بر جینی اندیس مقادیر :۶-۵ شکل

مختلف. الگوریتمهای برای NMSE نهایی مقادیر :١-۵ جدول

s = ٢۰۰ s = ١۵۰ s = ١۰۰ s = ۵۰ الگوریتم
۰٫ ۴١۰۵ ۴٫ ۶۰٨٢e− ٧ ١٫ ٩۴۴٩e− ٨ ٣٫ ۴۶٢٣e− ٨ ISP-Hard

۰٫ ٣۰٩۵ ١٫ ۵٨٢۰e− ۶ ۶٫ ٣٢٢٣e− ٧ ٩٫ ١٣٧٢e− ٨ ISP-ℓ۰
۰٫ ۴٢١٩ ۰٫ ٢٣١٢ ۰٫ ۰٢۰۶ ١٫ ٧۰٣۵e− ۴ ISP-Soft

۰٫ ۴١٩١ ۰٫ ٢٢٩۴ ۰٫ ۰٢١۴ ٢٫ ١١٣٧e− ۴ ISP-ℓ١

بدون حالت و گوناگون ISP الگوریتمهای برای را تکرار شمارهی برحسب NMSE مقادیر رفتار ۵-۵ شکل

جینی اندیس نمودارهای بعلاوه، شدهاند. آورده ١-۵ جدول در نیز NMSE نهایی مقادیر میدهد. نشان نویز

ISP-Hard الگوریتم میدهند، نشان نتایج این که همانطور شدهاند. رسم ۶-۵ شکل در تکرار شمارهی برحسب

نکتهی دارد. ISP نسخههای سایر به نسبت NMSE نهایی مقادیر نیز و همگرایی سرعت نظر از بهتری عملکرد

که است، افزایشی تکرار شمارهی برحسب جینی اندیس میزان الگوریتمها، تمام برای که، این دیگر توجه جالب

میدهند. بهبود الگوریتم پیشرفت حین در را جواب تُنُکی میزان ISP نسخههای همهی که میدهد را معنی این

نویز حضور در عملکرد بررسی

الگوریتم با است، آمده ۴-۵ شکل در که کردن، تصویر گام پیادهسازی برای پیشنهادی الگوریتم قسمت، این در

تولید غیرصفر درایهی ۵۰ با تُنُک سیگنالی قبل، روال مشابه منظور، این برای میشود. مقایسه [۵۰] در پیشنهادی



۶٧ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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Eftekhari’s idea
Proposed

(آ)

در شده معرفی الگوریتم به مجهز یکبار که ISP-ℓ۰ الگوریتم اجرای زمان (ب) و NMSE مقادیر (آ) :٧-۵ شکل
.s = ۵۰ و بوده σnoise = ۰٫ ۰۰۵ با برابر نویز سطح .۴-۵ شکل در پیشنهادی الگوریتم با یکبار و است [۵۰]

متغیر را ،m یعنی اندازهگیریها، تعداد و کرده انتخاب را σnoise = ۰٫ ۰۰۵ با برابر را گوسی نویز سطح میشود.

پیشنهادی کردن تصویر با دیگر بار و [۵۰] در پیشنهادی تصویرکردن با یکبار را ℓ۰-ISP الگوریتم سپس، میگیریم.

نشان ٧-۵ شکل در آزمایش این به مربوط نتایج میکنیم. اجرا است، شده خلاصه ۴-۵ شکل در که رساله، این در

افزایش با Robust-SL0 الگوریتم عملکرد پیشنهادی، الگوریتم خلاف بر میشود، دیده که همانطور است. شده داده

دارد. پیشنهادی الگوریتم به نسبت بهتری اجرای زمان الگوریتم این وجود، این با میشود. بدتر اندازهگیریها تعداد

تعداد اندازهگیری ماتریس که وقتی آنها عملکرد که است این الگوریتم دو این مورد در دیگر توجه مورد نکتهی

است. یکسان تقریبا دارد ستونها تعداد به نسبت کمتری مراتب به سطرهای

دیگر الگوریتمهای با مقایسه

مقایسه NESTA و EM-GM-AMP ،GOMP الگوریتمهای با ISP-ℓ۰ پیشنهادی الگوریتم عملکرد قسمت، این در

فاز، گذر نمودار میکنیم. مقایسه را الگوریتمها این [۴٧] فاز١ گذر منحنیهای ابتدا منظور، این برای میشود.

تعداد روی از و متفاوت تُنُکیهای با تُنُک سیگنالهای بازیابی در را الگوریتم یک موفقیت و شکست نواحی

طول به اندازهگیریها تعداد نسبت و ρ ≜ s/m با را تُنُکی نسبت میکند. مشخص تصادفی اندازهگیری متفاوت

تُنُکی- صفحهی ما منحنیها، این تولید برای میدهیم. نشان δ ≜ m/n با را زیرنمونهبرداری) (نرخ سیگنال

مشخص ρ ∈ [۰٫ ۰١, ۰٫ ٩٩] و δ ∈ [۰٫ ۰۵, ۰٫ ٩۵] با که کردیم تقسیم ۴۰× ۶۰ شبکهای بصورت را زیرنمونهبرداری٢
١Phase transition diagram
٢sparsity–undersampling parameter space
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EM-GM-AMP (ج)

در .n = ١۰۰۰ طول به تُنُک سیگنالهای بازیابی در مختلف الگوریتمهای برای فاز گذر منحنیهای :٨-۵ شکل
.δ ≜ m/n و ρ ≜ s/m شکل این

گذر منحنی تولید برای میشوند. تولید قبل ترتیب همان به D اندازهگیری ماتریس و x تُنُک سیگنال میشود.

شبکه، این از نقطه هر برای .NMSE ≤ ۰٫ ۰۰١ باشیم داشته آن برای اگر میگوئیم موفقتآمیز را بازیابی یک فاز،

سپس و اندازهگیری ماتریس و تُنُک سیگنال تولید یعنی آزمایش، متفاوت انجام صدبار با موفقیتآمیز بازیابی نرخ

میآید. بدست مختلف، الگوریتمهای اعمال

به میکنند، جدا هم از را موفقیت و شکست نواحی که فاز، گذر منحنیهای همراه به فاز گذر نواحی

EM-GM- الگوریتم است، مشخص شکلها این از که همانگونه شدهاند. رسم ٩-۵ و ٨-۵ شکلهای در ترتیب

میتواند الگوریتم این که است معنی این به که دارد، الگوریتمها سایر به نسبت بالاتری فاز گذر نمودار AMP

الگوریتم دو این، بر علاوه کند. بازیابی را تُنُک سیگنالهای زیرنمونهبرداری، و تُنُکی از وسیعتری گسترههای در

ISP-ℓ۰ الگوریتم مقادیر، سایر برای آنکه حال دارند، ρ و δکوچک مقادیر برای مشابهی عملکرد GOMP و ISP-ℓ۰



۶٩ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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جدا شدهاند رسم ٨-۵ شکل در که شکست نواحی از را موفقیتآمیز نواحی که فاز گذر منحنیهای :٩-۵ شکل
موفقیت نواحی جداسازی معیار .[۴٧] است شده رسم نیز LASSO الگوریتم برای فاز گذر تئوری منحنی میکنند.

است. بوده ۰٫ ۵ با برابر موفقیت نرخ شکست و

است. LASSO تئوری عملکرد مشابه NESTA عملکرد که این دیگر نکتهی دارد. GOMP به نسبت بهتری وضعیت

میدهد. نشان را δ ≜ m/n و ρ ≜ s/m پارامترهای برحسب الگوریتمها اجرای متوسط زمان ١۰-۵ شکل

حال دارد، تُنُکی متفاوت مقادیر برای ثابتی تقریبا اجرای زمان ISP-ℓ۰ الگوریتم میشود، مشاهده که همانطور

همهی اندازهگیریها، تعداد برحسب اما دارند. کمتر تُنُکیهای برای بالاتری اجرای زمان دیگر الگوریتمهای آنکه

زمان پیشنهادی الگوریتم مجموع، در دارند. اندازهگیریها تعداد شدن زیاد با افزایشی اجرای زمان الگوریتمها

دارد. کمتری اجرای

متفاوت اندازهگیری ماتریسهای

اندازهگیری ماتریس مختلف وضعیتهای در را مختلف الگوریتمهای عملکرد ،[١٢۴] با مشابه قسمت، این در

چالش ایجاد باعث عمل در که اندازهگیری، ماتریس برای حالت چهار منظور، این برای میدهیم. قرار بررسی مورد

از عبارتند که میشود گرفته نظر در میشوند، تُنُک سیگنالهای بازیابی برای

یکنواخت بصورت آن درایههای از تعدادی که نرمال گوسی درایههای توزیع با ماتریس یک تُنُک. ماتریس •
است. شده صفر



٧۰ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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(آ)

.δ ≜ m/n (ب) و ρ ≜ s/m (آ) پارامترهای برحسب مختلف الگوریتمهای اجرای متوسط زمان :١۰-۵ شکل

واحد. واریانس و غیرصفر میانگین با گوسی درایههای با ماتریسی ناصفر. میانگین با ماتریس •

بصورت Σ قطر روی درایههای که D = UΣVT فرم به SVD تجزیه با D ماتریس بدحالت١. ماتریس •
است. D ماتریس حالت٢ عدد κ > ١ آن، در که هستند، Σii = κ(m−i)/m

از V و U درایههای و بوده ماتریس رُتبهی r آن، در که D = ١
mUm×rV

T
r×n ماتریس کمرُتبه٣. ماتریس •

میشوند. انتخاب نرمال گوسی توزیع

درایهی ١۵۰ با و n = ١۰۰۰ طول با قبل مشابه را تُنُک سیگنال زمینه، این در الگوریتمها عملکرد بررسی برای

گرفتیم. σnoise = ۰٫ ۰۰۰۵ را نویز سطح و ۵۰۰ با برابر را اندازهگیریها تعداد همچنین، کردیم. انتخاب غیرصفر

شکل در فوق، در شده ذکر وضعیتهای با اندازهگیری ماتریسهای و مختلف الگوریتمهای برای NMSE مقادیر

شکل، این در هستند. شبیهسازی انجام بار ١۰۰ روی میانگینگیری حاصل نتایج این شدهاند. داده نشان ١١-۵

الگوریتم در پیشنهادی کردن تصویر با ISP-Hard الگوریتم نشاندهندهی ترتیب، به ،ISP-Hard2 و ISP-Hard1

EM-GM- الگوریتم است، مشخص شکل این از که همانطور هستند. پیشنهادی کردن تصویر با و Robust-SL0

الگوریتم این، بر علاوه دارد. غیرصفر میانگین با ماتریسهای و بدحالت ماتریسهای به زیادی حساسیت AMP

مشابهی عملکرد موارد سایر در آنکه، حال ندارد، بدحالت و کمرُتبه ماتریسهای مورد در خوبی عملکرد GOMP

الگوریتم به نسبت ضعیفتری عملکرد ISP-Hard1 الگوریتم اینکه، دیگر ذکر قابل نکتهی دارد. ISP-Hard2 با
١Ill-conditioned
٢Condition number
٣Low rank
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میانگین (ج)

با تصادفی اندازهگیری ۵۰۰ تعداد روی از ١۰۰۰ طول به تُنُک سیگنالهای بازیابی در NMSE مقادیر :١١-۵ شکل
شکل، این در کمرُتبه. (د) و غیرصفر میانگین (ج) بدحالت، (ب) تُنُک، (آ) اندازهگیری ماتریسهای از استفاده
الگوریتم در پیشنهادی کردن تصویر با ISP-Hard الگوریتم نشاندهندهی ترتیب، به ،ISP-Hard2 و ISP-Hard1

هستند. پیشنهادی کردن تصویر با و Robust-SL0

کمرُتبه. ماتریسهای برای بخصوص دارد، ISP-Hard2

فشردهپذیر سیگنالهای

دارند نمایشی سیگنالها این دیگر، بعبارت ندارند. تُنُکی دقیقا نمایش عموما تصویر، جمله از طبیعی، سیگنالهای

.[٢٨] میگویند فشردهپذیر١ سیگنالهایی، چنین به نیستند. صفر دقیقا ولی بوده کوچک بسیار آن درایههای اکثر که

یعنی آن، مرتبشدهی دامنه نظر از درایههای هرگاه است فشردهپذیر x ∈ Rn سیگنال دقیقتر، تعریف یک بعنوان

نرخ d > ۰ و است R > ۰ آن، در که دهند، نشان خود از |x̄i| ≲ R · i−d بصورت نمایی نزولی سیر یک ،{x̄i}

تابع .[٢٨] میکند تولید فشرده سیگنالهای که است توزیعی ٢GPD توزیع تابع .[٢٨] میدهد نشان را کاهش

است زیر فرم به توزیع این احتمال چگالی
١Compressible
٢Generalized Pareto distribution



٧٢ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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از n = ١۰۰۰ طول به فشردهپذیر سیگنالهای بازیابی در مختلف الگوریتمهای برای NMSE مقادیر :١٢-۵ شکل
میدهد. نشان را است، فشردهپذیری میزان از معیاری که ،q پارامتر افقی محور گوسی. اندازهگیری m = ۵۰۰ روی

است. شده داده نشان جینی ضریب معادل مقادیر راست، سمت عمودی محور در همچنین،

P (x; q, λ) =
q

٢λ (١+
|x|
λ
)−(q+١)· (٣۵-۵)

توزیع این با میتوان را طبیعی تصاویر موجک ضرایب که، این و ،d = ١/q و R = λn١/q که است شده داده نشان

.[٢٨] کرد مدل

اندازهگیریهای روی از فشردهپذیر سیگنالهای بازیابی در مقایسه مورد الگوریتمهای عملکرد بررسی برای

فشردهپذیری از مختلفی درجات با و n = ١۰۰۰ طول به سیگنالهایی و کرده استفاده GPD توزیع از ما گوسی،

اندازهگیریها تعداد .λ = ١ دادیم قرار همچنین و دادیم تغییر ١٫ ۵ تا ۰٫ ١ از را q پارامتر دقیقتر، بیان به کردیم. تولید

گرفتیم. نظر در m = ۵۰۰ نیز را

دید، میتوان که همانطور است. شده داده نمایش ١٢-۵ شکل در مختلف الگوریتمهای برای NMSE مقادیر

EM- الگوریتم به نسبت بهتری عملکرد ISP-Hard الگوریتم همچنین، دارد. را عملکرد بهترین GOMP الگوریتم

الگوریتمها همهی عملکرد میرفت، انتظار که همانطور که، این هم آخر نکتهی میدهد. نشان خود از GM-AMP

دارد. نزولی سیری سیگنال فشردهپذیری میزان کاهش با



٧٣ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

(L0Soft) نَرم صفر-آستانهگذاری نُرم الگوریتم ٣-۵

پیشنهاد آنها محدود اندازهگیریهای روی از تُنُک سیگنالهای بازیابی برای دیگری الگوریتم قسمت، این در

و مشتقپذیر تابع یک با صفر نُرم تابع زدن تقریب ،SL0 الگوریتم مشابه الگوریتم، این ایدهی .[١١۰] میدهیم

جایگزین هموار تابع یک با را صفر نُرم تابع کل که SL0 مانند الگوریتمهایی برخلاف اما است. خوشرفتار

تابع یک با را تابع این از قسمتی تنها صفر، نُرم تابع از خاص تعریف یک از استفاده با پیشنهادی، روش میکنند،

یک نُرم حداقلسازی معادل مسألهی یک به صفر نُرم تابع حداقلسازی مسألهی ادامه، در میکند. جایگزین هموار

پیشنهادی روش برتری از حکایت شبیهسازی نتایج میشود. حل پراکسیمال روشهای از استفاده با و شده تبدیل

دارد. کردیم، معرفی قبل قسمت در که ،ISP-Hard و SL0 مانند الگوریتمهایی به نسبت

مسأله فرمولبندی ٣-١-۵

برای که صفر، نُرم کمینهسازی از است عبارت میگیریم نظر در تُنُک سیگنالهای بازیابی برای ما که مسألهای

است: شده آورده زیر در یادآوری
min
x
∥x∥۰ s.t. ∥y −Ax∥٢ ≤ ϵ, (٣۶-۵)

بردار یک برای که است نکته این به توجه پیشنهادی روش شروع نقطهی .ϵ ≥ ۰ و A ∈ Rm×n ،y ∈ Rm که

کرد تعریف زیر معادل فرم به میتوان را صفر نُرم تابع ،x ∈ Rn

∥x∥۰ =
n∑

i=١
|sgn(xi)|, (٣٧-۵)

نوشت زیر بصورت میتوان معادلی طرز به را فوق تعریف .sgn(۰) ≜ ۰ و بوده علامت تابع sgn آن، در که
∥x∥۰ = ∥z∥١, z = sgn(x), (٣٨-۵)

حل برای پیشنهادی ایدهی میکند. عمل بردار یک روی مولفه به مولفه بصورت sgn تابع میشود فرض آن در که

میرسیم زیر مسألهی به ترتیب، این به .z و x میان فوق رابطهی از استفاده از است عبارت (٣۶-۵)
min
x,z
∥z∥١ s.t.

 z = sgn(x)

∥y −Ax∥٢ ≤ ϵ.
(٣٩-۵)

حل باید زیر جایگزین مسألهی روش، این با .[٩۴] میکنیم استفاده جریمه١ روش از ما فوق، مسألهی حل برای

شود
١Penalty methods



٧۴ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
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.β مختلف مقادیر برای (۴١-۵) تابع نمودار :١٣-۵ شکل

min
x,z
∥z∥١ +

١
٢α∥z− sgn(x)∥٢٢ + δCϵ(x), (۴۰-۵)

ضریب یک α > ۰ و بوده Cϵ(x) = {x ∈ Rn : ∥y −Ax∥٢ ≤ ϵ} مجموعهی مشخصهی تابع δCϵ
(x) آن، در که

تابع که آنجایی از بود. خواهند معادل (٣٩-۵) و (۴۰-۵) مسألهی دو ،α → ۰ برای که داریم توجه است. جریمه

توابع منظور، این برای میکنیم. استفاده آن برای جایگزینی عنوان به هموار تابع یک از ما نیست، مشتقپذیر علامت

زیر تابع جمله از دارند، وجود مختلفی
fβ(x) ≜ tanh(βx) =

exp(٢βx)− ١
exp(٢βx) + ١ , (۴١-۵)

شکل در β مختلف مقدار چند برای فوق تابع میکند. تعیین را تقریب کیفیت که است پارامتری β > ۰ آن، در که

ارائه علامت تابع از بهتری تقریب فوق تابع β بزرگ مقادیر برای میشود، مشاهده که همانطور است. شده رسم

میشود زده تقریب زیر فرم به (۴۰-۵) مسألهی ،(۴١-۵) تابع از استفاده با میدهد.
min
x,z

α∥z∥١ +
١
٢∥z− fβ(x)∥

٢٢ + δCϵ(x), (۴٢-۵)

قبل فصل در که ،PALM الگوریتم از فوق، مسألهی حل برای میکند. عمل مولفه به مولفه صورت به fβ تابع که

میکنیم تعریف منظور، این برای میکنیم. استفاده شد، مرور
F (x, z) = ١

٢∥z− fβ(x)∥٢٢
g(x) = δCϵ(x)

h(z) = α∥z∥١.

(۴٣-۵)

میشود نوشته زیر معادل فرم به (۴٢-۵) مسألهی نتیجه، در
min
x,z

{
H(x, z) ≜ F (x, z) + g(x) + h(z)

}
. (۴۴-۵)



٧۵ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
z و x به نسبت باید F (x, z) هموار تابع ،PALM الگوریتم از استفاده برای دیدیم، گذشته فصل در که همانطور

که نحوی به باشند داشته وجود Lx, Lz > ۰ مانند ثابتهایی باید دیگر، عبارت به باشد. داشته لیپشیتز گرادیانی

باشیم داشته x, z,u,v هر برای ∥∇xF (x, z)−∇xF (u, z)∥٢ ≤ Lx∥x− u∥٢
∥∇zF (x, z)−∇zF (x,v)∥٢ ≤ Lz∥z− v∥٢.

(۴۵-۵)

میشوند داده زیر روابط با z و x به نسبت گرادیانها فوق، رابطهی در ∇xF (x, z) = f ′β(x)⊙ (fβ(x)− z)

∇zF (x, z) = z− fβ(x),
(۴۶-۵)

و است درایه) به درایه ضرب (یا هادامارد١ ضرب نشاندهندهی ⊙ علامت آن، در که
f ′β(x) = βsech٢(βx), sech(x) = ٢

exp(x) + exp(−x)
· (۴٧-۵)

در بگیرید. نظر در را J(x) = f ′β(x) · (fβ(x) − z) تابع ،Lx یک آوردن بدست برای .Lz = ١ که است واضح

یعنی تابع، این مشتق دامنهی برای بالایی حد ادامه،
J ′(x) = −٢β٢ · sech٢(βx) · tanh(βx) · (tanh(βx)− z) + β٢ · sech۴(βx) (۴٨-۵)

sech٢(βx) = رابطهی از استفاده با که ،| tanh(βx)| ≤ ١ داریم x هر برای که کنید توجه میآوریم. بدست

زیر عبارت بنابراین، .|J ′(x)| ≤ β٣)٢+ ٢|z|) میآوریم بدست ١− tanh٢(βx)

Lx = (٣+ ٢|z|) · β٢ (۴٩-۵)

(x۰, z۰) اولیه نقطهی یک از پیشنهادی الگوریتم ،PALM روش از استفاده با میکند. ارضا را (۴۵-۵) رابطهی

که را ،z بهروزرسانی مسألهی ابتدا میکند. تولید z و x بهروزرسانی برای را {(xk, zk)}k≥١ دنبالهی کرده، شروع

بگیرید نظر در است، زیر بصورت
zk+١ = argmin

z
⟨∇zF (xk, zk), z− zk⟩+

١
٢µz
∥z− zk∥٢٢ + h(z). (۵۰-۵)

کرد ساده زیر شکل به میتوان را بالا مسألهی .µz ∈ (۰,١/Lz] فوق، عبارت در
zk+١ = argmin

z

١
٢∥z− z̃k∥٢٢ + µz · h(z), (۵١-۵)

که همانطور ،(۵١-۵) مسألهی بهینهی جواب .z̃k = zk − µz∇zF (xk, zk) = (١− µz)zk + µzfβ(xk) آن، در که

میشود داده زیر بصورت و نَرم آستانهگذاری تابع با دیدیم، گذشته فصل در
zk+١ = T s

µz·α
(
(١− µz) · zk + µz · fβ(xk)

)
. (۵٢-۵)

شود حل زیر مسألهی باید ،x بهروزرسانی برای
١Hadamard (entry-wise) product



٧۶ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

PALM از استفاده با (۴٢-۵) مسألهی حل هدف: •
w ،α ،ϵ ،(x۰, z۰) ،A ،y ورودی: •

بده انجام k = ۰,١, · · · برای را زیر گامهای الگوریتم: شروع •
zk+١ = Sµz·α

(
(١− µz) · zk + µz · fβ(xk)

) .١
x̂k = xk + w · (xk − xk−١) .٢

xk+١ = PCϵ

(
x̂k − µx · ∇xF (xk, zk+١)

) .٣
(xk, zk) خروجی: •

.(۴٢-۵) مسألهی حل برای پیشنهادی الگوریتم :١۴-۵ شکل

(٣٩-۵) مسألهی حل برای L0Soft الگوریتم توصیف: •
c ،w ،α١ ،ϵ ،(x۰, z۰) ،A ،y ورودی: •

بده انجام j = ۰,١, · · · برای را زیر گامهای الگوریتم: شروع •
(xj , zj) = PALM(y,A, (xj−١, zj−١), ϵ, αj , w) .١

αj+١ = c · αj .٢
xj خروجی: •

.(۴٢-۵) مسألهی حل برای L0Soft پیشنهادی الگوریتم :١۵-۵ شکل

xk+١ = argmin
x
⟨∇xF (xk, zk+١),x− xk⟩+

١
٢µx
∥x− x̂k∥٢٢ + g(x), (۵٣-۵)

الگوریتم کیفیت بالابردن برای پارامتری w ∈ [۰,١) همچنین، .x̂k = xk +w · (xk − xk−١) و µx ∈ (۰,١/Lx] که

جواب که داد نشان میتوان ساده محاسباتی انجام با .[١٣٣] میشود استفاده پراکسیمال الگوریتمهای در که است

از است عبارت (۵٣-۵) مسألهی
xk+١ = PCϵ

(
x̂k − µx · ∇xF (xk, zk+١)

)
. (۵۴-۵)

مسألهی باید ،(٣٩-۵) تقریبی حل برای حال، است. شده خلاصه ١۴-۵ شکل در (۴٢-۵) حل برای کلی الگوریتم

که را αj+١ = c · αj ،{αj}j≥١ دنبالهی منظور، این برای کنیم. حل α از کاهشی دنبالهی یک برای را (۴٢-۵)

مینامیم، L0Soft را آن ما که پیشنهادی، الگوریتم از توصیفی ١۵-۵ شکل اینصورت، در بگیرید. نظر در ۰ < c < ١

میدهد. ارائه



٧٧ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل
پیادهسازی جزئیات

در α١ = ١ همچنین، .z۰ = fβ(x۰) و ،x۰ = A†y ،x−١ = ۰ میدهیم قرار ،L0Soft الگوریتم اولیه مقداردهی برای

برای دارد. خوبی عملکرد ،۰٫ ٩۵ مثلا ،١ به نزدیک مقداری ،µz پارامتر برای میشود. خوبی نتابج به منجر عمل

میکنیم. اثبات را زیر لِم ابتدا ،µx مقدار انتخاب

داریم شد، گفته بالا در که بصورتی z۰ مقداردهی با و ١۴-۵ شکل الگوریتم در ٢-۵ لم
∀i, k : |zik| ≤ ١, (۵۵-۵)

میدهد. نشان را zk از i-اُم مولفهی zik آن، در که

از بنابراین، .|fβ(x)| ≤ ١ و |Tλ(x)| ≤ |x| داریم λ, β ≥ ۰ و x همهی برای که کنید توجه ابتدا لم، این اثبات برای

نوشت میتوان (۵٢-۵)
∀i, k : |zik+١| ≤ (١− µz) · |zik|+ µz. (۵۶-۵)

میشود زیر روابط به منجر فوق نامساوی از مکرر استفادهی
∀i,K : |ziK+١| ≤ (١− µz)

K +
K∑
k=۰

µz · (١− µz)
k

≤ (١− µz)
K + µz

١− (١− µz)
K

١− (١− µz)

= ١.

(۵٧-۵)

آورد، بدست Lx ≤ ۵β٢ بصورت (۴٩-۵) معادلهی در Lx برای بهتر باند یک میتوان فوق، نتیجهی از استفاده با

آورد. بدست µx برای مجاز باند یک میتوان ،µx ∈ (۰,١/Lx] چون و

شبیهسازی ٣-٢-۵

IHT الگوریتم و ISP-Hard ،SL0 الگوریتم با L0Soft الگوریتم عملکرد مقایسه و شبیهسازی نتایج قسمت، این

دارند. را صفر نُرم کمینهسازی در سعی همگی که است این الگوریتمها این اشتراک نقطهی میدهد. ارائه [١٨]

کمینهسازی بین (که λ تنظیمکنندهی ضریب دانستن به نیازی که آن بهینهشده پیادهسازی از ما IHT الگوریتم برای

آن پیشرفتهتر نسخهی یک از ،IHT بر علاوه کردیم١. استفاده ،[٨۵] ندارد میکند) برقرار مصالحه خطا و صفر نُرم

و ISP-hard پارامترهای .[٨۵] کردهایم استفاده نیز میدهد، انجام مرحلهای دو آستانهگذاری یک که ،٢TST نام به
١http://sparselab.stanford.edu/OptimalTuning/code.htm
٢Two stage thresholding
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σ = ۰٫ ۰۰١ نویز با (ب)
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نویز بدون (آ)

نظر در ،s تُنُکی، مختلف مقادیر مختلف. الگوریتمهای برای دسیبل برحسب MSE متوسط مقادیر :١۶-۵ شکل
m = ۴۰۰ تعداد روی از بازسازی و بوده n = ١۰۰۰ با برابر تُنُک سیگنالهای طول همچنین، است. شده گرفته

است. شده انجام گوسی اندازهگیری

علاوه .c = ۰٫ ٩ و ،w = ۰٫ ٩ ،β = ۵ دادهایم قرار ،L0Soft برای است. شده تنظیم آنها پیشفرض مقادیر به SL0

یکی است؛ گرفته صورت شبیهسازی مجموعه دو شدند. اجرا تکرار ٣۰۰ تعداد برای الگوریتمها همهی این، بر

میشود. ارائه آنها نتایج ادامه در که طبیعی، دادههای روی دیگری و مصنوعی دادههای روی

مصنوعی دادههای

انجام شیوهی میشود. مقایسه مصنوعی دادههای مورد در مختلف الگوریتمهای بازیابی قابلیت قسمت، این در

صورت به که MSE معیار از بازسازی، کیفیت انداهگیری برای است. ۴-٢-۵ قسمت مشابه شبیهسازی این

اصلی تُنُک سیگنال x رابطه، این در میکنیم. استفاده میشود، تعریف MSE(x, x̂) = ٢۰ log(∥x − x̂∥٢/∥x∥٢)

شکل در نویز، بدون هم و گوسی) توزیع (با نویزی بازسازی هم برای نتایج، است. شده بازسازی سیگنال x̂ و

سایر به نسبت ضعیفتری عملکرد TST و IHT الگوریتمهای میشود، مشاهده که همانطور شدهاند. رسم ١۶-۵

میدهد. نشان کم تُنُکیهای برای ISP-hard مقابل در بهتری عملکرد L0Soft همچنین، دارند. الگوریتمها

طبیعی دادههای

الگوریتمهای عملکرد و کرده بررسی را آنها تصادفی اندازهگیریهای روی از طبیعی تصاویر بازسازی قسمت، این در

تصویر یک X ∈ R
√
n×

√
n کنید فرض کار، این انجام چگونگی مورد در توضیح برای میکنیم. مقایسه را مختلف

y = Φx روی از x بازسازی هدف اینصورت، در دهد. نشان را آن شدهی برداری نسخهی x ∈ Rn و بوده طبیعی
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نرخ مختلف مقادیر برای و گوسی اندازهگیریهای روی از ٣٢ × ٣٢ تصاویر بازسازی نتایج :١٧-۵ شکل
.m/n نمونهبرداری،

که همانطور دارند. نُرمال توزیع آن درایههای که بوده تصادفی ماتریسی m < n با Φ ∈ Rm×n آن در که است

در طبیعی تصاویر بودن تُنُک فرض از بازسازی انجام برای فشرده، حسگری روال طبق شد، مرور ۵-٢ قسمت در

است. تُنُک a ،x = Ψa رابطهی در میشود فرض واقع، در میشود. استفاده p > n با ،Ψ ∈ Rn×p مانند حوزه یک

بدست را x از تخمینی ،Ψ در ضرب با سپس و یافته را y = ΦΨa = Aa جواب تُنُکترین باید ابتدا نتیجه، در

آورد.

n = بنابراین، کردیم. انتخاب ١CIFAR-10 دادگان مجموعهی از ٣٢ × ٣٢ تصاویری ما منظور، این برای

الگوریتمهای سپس، گرفتیم. ١۰٢۴×۴۰٩۶ ابعاد با کامل فوق DCT ماتریس یک تُنُککنندهیΨرا دیکشنری .١۰٢۴

بصورت که مختلفنمونهبرداری، نرخهای با گوسی اندازهگیریهای روی از تست تصاویر بازسازی برای مختلفرا

عملکرد از حاکی نتایج این دیگر، بار شدهاند. داده نشان ١٧-۵ شکل در نتایج کردیم. اجرا میشود، تعریف m/n

با را تصاویر است قادر L0Soft الگوریتم این، بر علاوه هستند. الگوریتمها سایر با قیاس در IHT ضعیف نسبتا
١https://www.cs.toronto.edu/~kriz/cifar.html
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مختلف. الگوریتمهای برای ثانیه) (برحسب متوسط زمان :١٨-۵ شکل

شکل است. کیفیت در بهبود دسیبل ٢ − ٣ میزان به برتری این مواردی در که کند، بازسازی بیشتری کیفیت

است، مشخص که همانطور میدهد. نشان نمونهبرداری نرخ برحسب را الگوریتمها متوسط اجرای زمان ١٨-۵

اجرای زمان چه اگر نیز IHT الگوریتم دارند. مشابهی اجرای زمانهای L0Soft و SL0 ،ISP-Hard الگوریتمهای

نیست. مناسب آن بازسازی نهایی کیفیت اما دارد، کمتری

(IPP) پیاپی پراکسیمال-تصویرسازی الگوریتم ۴-۵

پیشنهادی الگوریتم میشود. ارائه تُنُکی تشویقکنندهی ناهموار تابع یک کمینهسازی برای الگوریتمی قسمت، این در

مجهز الگوریتم این همچنین، میکند. استفاده پراکسیمال ایدههای همراه به جریمه روش از ،[۶٣] دارد نام ١IPP که

را الگوریتم این ابتدا ادامه، در میدهد. بهبود را آن کیفیت و همگرایی سرعت که هست نیز درونیابی گام یک به

آن، عملکرد مقایسهی و ارزیابی برای نهایت، در میکنیم. اثبات را آن همگرایی سپس و کرده، بررسی جزئیات با

میشود. ارائه طبیعی دادههای نیز و مصنوعی دادههای روی شبیهسازی نتایج

مسأله فرمولبندی ١-۴-۵

از است عبارت میدهیم قرار بررسی مورد تُنُک نمایش بازیابی برای که مسألهای
min
x

J(x) s.t. ∥y −Ax∥٢ ≤ ϵ, (۵٨-۵)
١Iterative Proximal Projection



٨١ تُنُک کُدینگ برای پیشنهادی الگوریتمهای :۵ فصل

و صفر، نُرم مانند است، تُنُکی تشویقکنندهی غیرمحدبِ و ناهموار تابع یک J آن، در که
Aϵ ≜ {x ∈ Rn | ∥y −Ax∥٢ ≤ ϵ} · (۵٩-۵)

این با است. دشوار کلی حالت در فوق مسألهی حل میشود، فرض غیرمحدب و ناهموار J تابع که آنجائی از

فرم منظور، این برای کرد. استفاده پراکسیمال روشهای از بتوان که میشود باعث هدف تابع ویژهی ساختار حال،

بگیرید نظر در را (۵٨-۵) از زیر معادل
min
x,z

J(z) + δAϵ(x) s.t. z = x, (۶۰-۵)

منجر که میکنیم حل جریمه روش از استفاده با را مسأله این سپس، است. شده تعریف z کمکی متغیر آن، در که

میشود زیر مسألهی تعریف به
(Pα) : min

x,z
J(z) + δAϵ(x) +

١
٢α∥x− z∥٢٢, (۶١-۵)

به نیل برای میکنیم. حل نوبتی بهینهسازی روش کمک به ادامه در را مسأله این است. جریمه ضریب α > ۰ که

بشود انجام باید زیر تکرارهای هدف، این zk+١ = argminz αJ(z) + ١
٢∥z− xk∥٢٢ = proxαJ(xk)

xk+١ = argminx δAϵ(x) +
١
٢∥x− zk+٢٢∥١ = proxδAϵ

(zk+١)
(۶٢-۵)

خلاصهتر فرم به یا و
xk+١ = proxδAϵ

(proxαJ(xk)) = PAϵ

(
proxαJ (xk)

)
. (۶٣-۵)

هر برای فوق تکرارهای و شده گرفته نظر در جریمه ضرایب از کاهشی دنبالهی یک جریمه، روش مشابه سپس،

استفاده پراکسیمال سرعتبخشی روشهای از الگوریتم، کیفیت افزایش برای میشود. انجام جریمه ضریب مقدار

است زیر بصورت اینجا در که [١٣٢ ،١٣٣] x̃kمیکنیم = xk + w · (xk − xk−١)

xk+١ = PAϵ

(
proxαJ(x̃k)

) . (۶۴-۵)

١٩-۵ شکل در گذاشتهایم، نام IPP را آن که نهایی، الگوریتم است. وزندهی پارامتر یک w فوق، رابطهی در

یک، سمت به کردن میل با که هستند یک و صفر بین پارامترهایی µx و µz الگوریتم، این در است. شده خلاصه

همگرایی اثبات در سهولت پارامترها این معرفی دلیل واقع، در کند. میل (۶۴-۵) به IPP الگوریتم تا میشوند باعث

است. شده بیان زیر قضیهی در الگوریتم این همگرایی است. پیشنهادی الگوریتم
{
uk ≜ (xk, zk)

}∞

k=۰ دنبالهی اینصورت، در .۰ ≤ w < ١
max(µx,µz)

−١ فرضکنید ١٩-۵ الگوریتم در ٢-۵ قضیه
در شده تعریف هدف تابع از ،u∗ بحرانی، نقطهی یک به α ثابت مقدار یک برای الگوریتم این توسط شده تولید
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(۵٨-۵) مسألهی حل برای IPP الگوریتم توصیف: •
c ،w ،α١ ،ϵ ،(x۰, z۰) ،A ،y ورودی: •

α = αi ،x۰ = z۰ = A†y ،k = ۰ اولیه: مقداردهی •
بده انجام α > αf که زمانی تا را زیر گامهای الگوریتم: شروع •

بده: انجام ∥xk − xk−٢∥١ > τ که زمانی تا •
x̃k = xk + w · (xk − xk−١) .١

zk+١ = proxµz·α·J(zk + µz(x̃k − zk)) .٢
xk+١ = PAϵ(xk + µx(zk+١ − xk)) .٣

k → k + ١ .۴
α← c · α •

xk خروجی: •

.(۵٨-۵) مسألهی حل برای IPP پیشنهادی الگوریتم :١٩-۵ شکل

میکند. میل (۶١-۵)

IPP الگوریتم همگرایی فوق، قضیهی که است ذکر به لازم میشود. داده شرح ۴-۴-۵ قسمت در قضیه این اثبات

١٩-۵ شکل در ۴ تا ١ گامهای با متناظر که الگوریتم، این داخلی حلقهی واقع، (در α از خاص مقدار یک برای را

توضیح برای است. الگوریتم کل همگرایی با معادل همچنین این که داشت توجه باید اما میکند. تضمین است)

حلقههای و بوده مهم ،α = αf با متناظر حلقهی یعنی الگوریتم، داخلی حلقهی آخرین تنها که کنید دقت دقیقتر،

تک همگرایی که آنجایی از نتیجه، در دارند. برعهده را حلقه این کارآمد مقداردهی نقش صرفاً آن از قبل داخلی

حلقهی آخرین همان واقع در که الگوریتم، کل گفت میتوان میشود، تضمین فوق قضیهی در حلقهها این تک

میشود. همگرا نیز است، داخلی

دیگر الگوریتمهای با ارتباط ٢-۴-۵

،IPP به الگوریتم نزدیکترین میکنیم. بررسی موجود الگوریتمهای با را IPP الگوریتم ارتباط قسمت، این در

فهمید میتوان الگوریتم دو این در دقت با واقع، در کردیم. معرفی قبل قسمتهای در که است ISP الگوریتم

IPP الگوریتم فرمولبندی که است این در الگوریتم دو این بین تفاوت یک است. یکی دو هر کلی ساختار که

است. مشخص کاملا IPP آوردن بدست روال حقیقت، در آمد. بدست مستقیم بصورت ISP الگوریتم خلاف بر
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حالت از الهام با تنها ناهموار حالت فرمولبندی و است شده بررسی هموار حالت برای تنها ISP الگوریتم اما

دلیل به را IPP الگوریتم که است الگوریتم دو نهایی فرمولبندی در هم دیگر تفاوت است. آمده بدست هموار

اثبات ناهموار حالت در ISP الگوریتم برای همچنین، میکند. متفاوت w وزنی ضریب و µz ،µx پارامترهای وجود

دارد. همگرایی اثبات IPP الگوریتم که حالی در است نشده ارائه همگرایی

میکند: استفاده تُنُکی اعمال برای را زیر تابع که [٨۴] است ١SCSA الگوریتم دیگر، مشابه الگوریتم

f scsa
σ (x) = λ

{
١− exp(−|x|

σ
)

}
. (۶۵-۵)

تابع از بهتر تقریب یک f scsa
σ تابع اما دارد. σ هموارکنندهی پارامتر یک نیز SCSA جریمهی تابع ،SL0 تابع مشابه

حل پراکسیمال روشهای کمک به را زیر مسألهی الگوریتم این .[٨۴] میدهد بدست SL0 به نسبت صفر نُرم

میکند:
min
x

{١
٢∥y −Ax∥٢٢ + f scsa

σ (x)

}
. (۶۶-۵)

داده نشان بعلاوه، میکند. استفاده σ برای کاهشی دنبالهی یک از نیز SCSA الگوریتم ،SL0 الگوریتم مشابه

کوچک مقادیر برای و نرم، آستانهگذاری تابع از است عبارت پراکسیمال عملگر ،σبزرگ مقادیر برای که است شده

الگوریتم تکرارهای طول در آستانهگذاری تابع فرم نتیجه، در است. سخت آستانهگذاری تابع با برابر پارامتر، این

آستانه سطح مقدار تنها و است ثابت آستانهگذاری تابع کلی شکل IPP الگوریتم مورد در که آن حال میکند تغییر

میکند. تغییر

مختلف ناهموار توابع ٣-۴-۵

کارآمدتری تابع یک دو، این بر علاوه کرد. اشاره یک نُرم و صفر نُرم توابع به میتوان J تابع از مثالهایی بعنوان

پراکسیمال عملگر که [۵۵] دارد نام ٢SCAD تابع، این است. شده مطرح آماری کاربردهای در عمدتا که دارد وجود

[۵۵] میشود داده زیر عبارت با آن
١Successive Concave Sparsity Approximation
٢Smoothly clipped absolute deviation penalty
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T scad
λ,a (x) ≜


sgn(x)(|x| − λ)+ |x| ≤ ٢λ
(a−١)x−sgn(x)aλ

a−٢ ٢λ < |x| ≤ aλ
x |x| > aλ

. (۶٧-۵)

تابع با متناظر ورودی کوچک مقادیر برای SCAD آستانهگذاری تابع میدهد، نشان عبارت این که همانطور

سخت آستانهگذاری تابع سمت به آن رفتار میشود، بزرگتر ورودی دامنهی هرچه و است نرم آستانهگذاری

سخت آستانهگذاری به نرم آستانهگذاری از گذار شیب واقع در که دارد a اضافهی پارامتر یک تابع این میکند. میل

و رگرسیون کاربردهای در است. شده رسم ٢۰-۵ شکل در a مختلف مقادیر برای تابع این میکند. مشخص را

دارد؛ نرم و سخت آستانهگذاری توابع به نسبت بهتری عملکرد SCAD تابع که است شده داده نشان متغیر انتخاب

.[۵۵] میکند برآورده را پیوستگی و تُنُکی اعمال بودن، بایاس بدون مهم ویژگی سه همزمان بصورت که چرا

و داشته، SCAD آستانهگذاری تابع به بسیاری شباهت ،SL0 آستانهگذاری تابع که میدهیم نشان ادامه، در

را σ و λ بین رابطهی شدهاند. رسم ٢١-۵ شکل در توابع این است. نرم و سخت آستانهگذاری توابع از ترکیبی

از بعد آورد. بدست نرم آستانهگذاری تابع و SL0 آستانهگذاری توابع تماس نقطهی روی از میتوان راحتی به

|x| ≤ ٢λ برای دید، میتوان ٢١-۵ شکل از که همانطور نتیجه، در .λ = σ√٢e داشت خواهیم سرراست، محاسباتی

میدهد، ارائه نرم آستانهگذاری تابع از هموار تقریبی SL0 آستانهگذاری تابع ،|x| ≤ σ
√٢/e معادل بصورت یا و

مقایسه با میکند. میل سخت آستانهگذاری تابع سمت به تابع این میشود، زیاد ورودی دامنهی هرچه آنکه حال

تابع این برای هموار تقریبی واقع در SL0 آستانهگذاری تابع که دید میتوان SCAD آستانهگذاری تابع با رفتار این

است این SCAD آستانهگذاری تابع مهم مزیت یک واقع، در .a پارامتر از مشخص مقدار یک برای تنها اما است،

SL0 آستانهگذاری برخلاف موضوع این که داشت را آستانهگذاری از مختلفی فرمهای میتوان a پارامتر تغییر با که

است.

همگرایی آنالیز ۴-۴-۵

نظر در را (؟؟) مسألهی از زیر معادل فرم است، شده بیان ٢-۵ قضیهی در که IPP الگوریتم همگرایی اثبات برای

بگیرید
min
z,x

r١(z) + r٢(x) +Q(x, z), (۶٨-۵)
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√٢e شکل، این در نرم. و سخت آستانهگذاری توابع همراه به SL0 آستانهگذاری نمودارهای :٢١-۵ شکل

پراکسیمال روشهای از استفاده اینصورت، در .r٢(x) ≜ δAϵ(x) و ،r١(z) ≜ αJ(z) ،Q(x, z) ≜ ١
٢∥x − z∥٢٢ که

زیر رابطهی به منجر
zk+١ = argmin

z
r١(z) + ⟨∇zQ(x̃k, zk), z− zk⟩+

١
٢µz
∥z− zk∥٢٢ (۶٩-۵)

بهروزرسانی رابطهی .همچنین، .۰ < µx, µz < ١ و x̃k = xk + w · (xk − xk−١) که میشود z بهروزرسانی برای

بود خواهد زیر فرم به x
xk+١ = argmin

x
r٢(x) + ⟨∇xQ(xk, zk+١),x− xk⟩+

١
٢µx
∥x− xk∥٢٢. (٧۰-۵)

داریم است، (۶٩-۵) حداقلکنندهی zk+١ چون سپس،
r١(zk+١) + ⟨∇zQ(x̃k, zk), zk+١ − zk⟩+

١
٢µz
∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ r١(zk). (٧١-۵)

که میگوید (٣-۴ (لم کاهشی لم دیگر، طرف از
Q(xk, zk+١) ≤ Q(xk, zk) + ⟨∇zQ(xk, zk), zk+١ − zk⟩+

١
٢∥zk+١ − zk∥٢٢. (٧٢-۵)
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میدهد نتیجه فوق رابطهی دو جمع

r١(zk+١) +Q(xk, zk+١) ≤ r١(zk) +Q(xk, zk) + ⟨∇zQ(xk, zk)−∇zQ(x̃k, zk), zk+١ − zk⟩+

(
١
٢ −

١
٢µz

)∥zk+١ − zk∥٢٢. (٧٣-۵)

میشود زیر رابطهی به منجر فوق رابطهی در کوشی-شوارتز نامساوی از استفاده حال،

r١(zk+١) +Q(xk, zk+١) ≤ r١(zk) +Q(xk, zk) + ∥∇zQ(xk, zk)−∇zQ(x̃k, zk)∥٢ · ∥zk+١ − zk∥٢

+ (
١
٢ −

١
٢µz

)∥zk+١ − zk∥٢٢. (٧۴-۵)

زیر نامساوی یعنی ،[١٣۶] یانگ نامساوی از استفاده و فوق رابطهی گرادیانهای مقدارگذاری سپس،
a · b ≤ a٢

٢ϵ +
ϵb٢
٢ , ∀a, b ≥ ۰, ϵ > ۰ (٧۵-۵)

میدهد بدست را زیر رابطهی ،ϵ = ١ با

r١(zk+١)+Q(xk, zk+١) ≤ r١(zk)+Q(xk, zk)+w ·∥xk−xk−٢∥١ ·∥zk+١−zk∥٢+(
١
٢−

١
٢µz

)∥zk+١−zk∥٢٢

≤ r١(zk) +Q(xk, zk) +
w

٢ · ∥xk − xk−٢٢∥١ +
w

٢ · ∥zk+١ − zk∥٢٢ + (
١
٢ −

١
٢µz

)∥zk+١ − zk∥٢٢, (٧۶-۵)

میشود ساده زیر فرم به که

r١(zk+١) +Q(xk, zk+١) ≤ r١(zk) +Q(xk, zk)+

w

٢ · ∥xk − xk−٢٢∥١ + (
w

٢ +
١
٢ −

١
٢µz

) · ∥zk+١ − zk∥٢٢. (٧٧-۵)

میآوریم بدست x برای مشابه، روالی کردن دنبال با
r٢(xk+١) + ⟨∇xQ(xk, zk+١),xk+١ − xk⟩+

١
٢µx
∥xk+١ − xk∥٢٢ ≤ r٢(xk). (٧٨-۵)

میدهد نتیجه کاهشی لم همچنین،
Q(xk+١, zk+١) ≤ Q(xk, zk+١) + ⟨∇xQ(xk, zk+١),xk+١ − xk⟩+

١
٢∥xk+١ − xk∥٢٢. (٧٩-۵)

میشود منتهی زیر رابطهی به فوق روابط سمت دو کردن اضافه
r٢(xk+١) +Q(xk+١, zk+١) ≤ (

١
٢ −

١
٢µx

)∥xk+١ − xk∥٢٢ + r٢(xk) +Q(xk, zk+١). (٨۰-۵)

داشت خواهیم (٨۰-۵) و (٧٧-۵) رابطهی دو زدن جمع و F (x, z) ≜ r١(z) + r٢(x) +Q(x, z) تعریف با حال،
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γx · ∥xk+١ − xk∥٢٢ + γz · ∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ F (xk, zk)− F (xk+١, zk+١), (٨١-۵)

آن در که
γx = (

١
٢µx

− w

٢ −
١
٢ ), γz = (

١
٢µz
− w

٢ −
١
٢ ). (٨٢-۵)

جمع و k ≥ ۰ برای (٨١-۵) عبارت نوشتن سپس، .γz ≥ ۰ و γx ≥ ۰ بنابراین .w ≤ ١
max(µx,µz)

− ١ فرض، طبق

به میشود منجر حاصل روابط زدن
∞∑
k=۰

γx · ∥xk+١ − xk∥٢٢ + γz · ∥zk+١ − zk∥٢٢ ≤ F (x۰, z۰)− F (x∞, z∞). (٨٣-۵)

چون همچنین، است. غیرافزایشی {F (xk, zk)}∞k=۰ دنبالهی که میدهد نشان (٨١-۵) رابطهی دیگر، طرف از

(٨٣-۵) رابطهی راست سمت بنابراین، میکند. میل F (x∞, z∞) محدود مقدار یک به دنباله این ،F (x, z) ≥ ۰

نوشت میتوان آن به توجه با که است نامنفی و محدود
xk+١ → xk, zk+١ → zk, (٨۴-۵)

xk+١ = proxµxr٢(x̂k) = چون واقع، در است. کراندار {(xk, zk)}∞k=۰ دنبالهی که داد نشان میتوان طرفی، از

بودن کراندار اثبات برای است. کراندار xk دنبالهی که میشود نتیجه است، کراندار مجموعهی یک Aϵ و PAϵ(x̂k)

z بهروزرسانی رابطهی از استفاده سپس، .|proxµzr١(x)| ≤ |x| ∀x : که کنیم دقت نکته این به است کافی هم zk

میآید. بدست مطلوب نتیجهی ساده، محاسبات انجام و

میکند. میل هدف تابع بحرانی نقاط سمت به {(xk, zk)}∞k=۰ دنبالهی دهیم نشان که است این بعدی گام

داریم zk+١ بهینگی شرط مورد در (۶٩-۵) از منظور، این برای
۰ ∈ ∂r١(zk+١) +∇zQ(x̃k, zk) +

١
µz

(zk+١ − zk), (٨۵-۵)

نوشت میتوان آن روی از که
Ak

z ∈ ∂zF (xk+١, zk+١), (٨۶-۵)

آن، در که
Ak

z ≜ (xk − xk+١) + w(xk − xk−١) + (١− ١
µz

)(zk+١ − zk). (٨٧-۵)

میآوریم بدست مشابه طرز به
Ak

x ∈ ∂xF (xk+١, zk+١) (٨٨-۵)

که
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Ak
x ≜ (١− ١

µz
)(xk+١ − xk). (٨٩-۵)

داریم (٨۴-۵) به توجه با حال، .(Ak
z , A

k
x) ∈ ∂F (xk+١, zk+١) داریم سپس،

Ak
z , A

k
x → ۰ (٩۰-۵)

بودن پیوسته به توجه با اینصورت، در باشد. {(xk, zk)}∞k=۰ حدی نقطهی یک (x∗, z∗) کنید فرض .k →∞ برای

میگیریم نتیجه ،[١٩] از ١ قضیهی و ۵ لِم مشابه استدلالهای با و ،r٢ و r١ بودن نیمهپیوسته پائین از و ∇xQ و ∇zQ

به {(xk, zk)}∞k=۰ دنبالهی همچنین، .۰ ∈ ∂F (x∗, z∗) دیگر، بعبارت است. F از بحرانی نقطهی یک (x∗, z∗) که

میکند. میل (x∗, z∗)

شبیهسازی ۵-۴-۵

موجود، الگوریتمهای از دیگر تعدادی و ISP خانوادهی الگوریتمهای با IPP الگوریتم عملکرد قسمت، این در

آن که [۶١] SCAD تابع نامقید کمینهسازی الگوریتم ،q = ۰٫ ۵ برای [۵٩] ℓq نُرم کمینهسازی الگوریتم جمله از

،w یعنی وزن، پارامتر دو تاثیر ابتدا، میشود. مقایسه [٨۴] SCSA-FIT الگوریتم و مینامیم، SCAD الگوریتم را

شدهی داده بهبود نسخهی همچنین، میشود. ارائه ISP الگوریتم با مقایسه نتایج سپس، میشود. بررسی a و

مورد نیز میشود، انجام IPP الگوریتم در آنچه مشابه ،w توسط وزندهی ایدهی بکارگیری با را، ISP الگوریتمهای

پیشنهادی الگوریتم ادامه، در میکنیم. نامگذاری ImpISP را ISP از نسخه این میدهیم. قرار مقایسه و بررسی

قرار ارزیابی مورد طبیعی، دادههای هم و مصنوعی دادههای هم برای موجود، معروف الگوریتمهای از تعدادی با

میگیرد.

در موجود ابعاد و روال همان با مصنوعی دادههایی آن، عملکرد روی IPP پارامترهای تاثیر دیدن برای

را حاصل الگوریتم نتیجه، در کردهایم. انتخاب SCAD تابع را J تابع همچنین، میکنیم. تولید ۴-٢-۵ قسمت

خلاصه ٢٢-۵ شکلهای در نویز بدون و گوسی) نویز (با نویزی حالت دو هر برای نتایج مینامیم. IPP-SCAD

و w پارامترهای متفاوت مقادیر نیز و تُنُکی مختلف مقادیر برای IPP-SCAD الگوریتم شکلها، این در است. شده

دقت با است. شده درج پرانتز داخل در نیز دیگر پارامتر مناسب مقدار پارامتر، یک تغییر هنگام است. شده اجرا a

واقع، در دارند. الگوریتم عملکرد روی زیادی تاثیر w و a پارامترهای دوی هر که دید میتوان شکلها این در

خوبی متوسط عملکرد ۰٫ ٩ حدود مقداری w برای و ٢۰ حوالی مقداری a برای میدهد، نشان نتایج که همانطور
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نویز بدون حالت (ج)

نیز w مقدار بهترین ،a مقدار هر برای بالا). (ردیف IPP-SCAD الگوریتم در a پارامتر تاثیر بررسی :٢٢-۵ شکل
اثر نیز پائین ردیف میدهد. نشان را تُنُک سیگنال در غیرصفر درایههای تعداد افقی محور است. شده داده نشان

میدهد. نشان را w پارامتر

میدهد. ارائه

و نویزی اندازهگیریهای حالت دو برای و مختلف آستانهگذاری توابع با ISP و IPP الگوریتمهای عملکرد

بسیار عملکرد SCAD آستانهگذاری تابع میشود، دیده که همانطور است. شده مقایسه ٢٣-۵ شکل در نویز بدون

نمود. مشاهده میتوان دیگر بار را w پارامتر تاثیر همچنین، دارد. آستانهگذاریها سایر به نسبت بهتری

در گوسی نویز با و نویز بدون حالتهای در تُنُک سیگنالهای بازیابی در مختلف الگوریتمهای عملکرد

بهتری بسیار عملکرد پیشنهادی الگوریتم میدهد، نشان شکل این که همانطور است. شده بررسی ٢۴-۵ شکل

تقریبی مقایسه برای دارد. غیرصفر، درایههای تعداد بالاتر مقادیر برای خصوص به الگوریتمها، سایر به نسبت

نتایج گرفتهایم. نظر در را مشخص MSE سطوح به دستیابی متوسط زمان الگوریتمها، این محاسباتی پیچیدگی

است. شده خلاصه نویزی، و نویز بدون حالتهای با متناظر ،٣-۵ و ٢-۵ جدولهای در آزمایش این به مربوط
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مخالف وزن با حالت: دو در و متفاوت آستانهگذاری توابع با ISP و IPP الگوریتمهای مقایسهی :٢٣-۵ شکل
توپر). نمودارهای ،w = ۰) صفر وزن با و خطچین)، نمودارهای ،w = ۰٫ ٩۵) صفر
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نویز بدون حالت (آ)

نویز. بدون و نویزی حالت برای دیگر الگوریتمهای با IPP-SCAD الگوریتم عملکرد مقایسه :٢۴-۵ شکل

سطح به نبوده قادر موردنظر الگوریتم که است وضعیتی به مربوط است شده مشخص تیره خط با که مواردی

تاثیر بعلاوه، میدهد. نشان را IPP الگوریتم برتر عملکرد جدولها این دادههای بررسی برسد. مطلوب خطای

است. آشکار w = ۰٫ ٩۵ و w = ۰ حالت دو مقایسهی با الگوریتم این در w پارامتر

گوسی اندازهگیریهای روی از طبیعی تصاویر بلوکی بازیابی در را مختلف الگوریتمهای عملکرد ادامه، در

باشد. هدف تصویر یک پیکسل مقادیر ماتریس نشاندهندهی X کنید فرض منظور، این برای میکنیم. ارزیابی آنها

معادل بردارهای به را آنها سپس و کرده جدا درصد پنجاه همپوشانی با را ماتریس این ٨×٨ ابعاد با بلوکهای تمام

تصادفی گوسی اندازهگیری m تعداد اینصورت، در دهد، نشان را i-اُم بردار xi اگر میکنیم. تبدیل ۶۴ طول با

انتخاب گوسی استاندارد توزیع از آن درایههای که Φ ∈ Rm×۶۴ گوسی ماتریس یک از استفاده با بردار این از
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بدون حالت در و گوناگون تُنُکی سطوح برای مختلف الگوریتمهای ثانیه) (برحسب متوسط زمان :٢-۵ جدول
خاص سطح یک به تا میکند صرف الگوریتم هر که میدهد نشان را متوسطی زمان جدل این از خانه هر نویز.
بهترین برسد. MSE از سطح آن به نبوده قادر متناظر الگوریتم که میدهد نشان تیره خط علامت برسد. MSE از

است. شده مشخص برجسته فونت با نتیجه
s = ٢۰۰ s = ١۵۰ s = ١۰۰ s = ۵۰ تُنُکی میزان

−۵۰ −١۰۰ −١۵۰ −٢۰۰ −۵۰ −١۰۰ −١۵۰ −٢۰۰ −۵۰ −١۰۰ −١۵۰ −٢۰۰ −۵۰ −١۰۰ −١۵۰ −٢۰۰ MSE∗(dB) \ الگوریتم
- - - - ۰٫ ١١ ۰٫ ١٧ ۰٫ ٢١ ۰٫ ٢۴ ۰٫ ١١ ۰٫ ١۶ ۰٫ ١٨ ٫ ٢۰۰ ۰٫ ١۰ ۰٫ ١۵ ۰٫ ١٧ ۰٫ ١٩ IPP(w = ۰)
۰٫ ۶۵ ۰٫ ٧١ ۰٫ ٧۶ ۰٫ ٨١ ۰٫ ١١ ۰٫ ١۶ ۰٫ ٢۰ ۰٫ ٢۵ ۰٫ ١۰ ۰٫ ١۵ ۰٫ ١٨ ۰٫ ٢٢ ۰٫ ١۰ ۰٫ ١۵ ۰٫ ١٨ ۰٫ ٢١ IPP(w = ۰٫ ٩۵)

- - - - ۰٫ ٢٧ ۰٫ ٢٧ ۰٫ ٢٧ ۰٫ ٢٧ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ ۰٫ ۰۶ GOMP

- - - - ۰٫ ۵۵ ۰٫ ۶١ ۰٫ ۶۶ ٣٫ ٨٨ ۰٫ ٢٩ ۰٫ ٣۴ ۰٫ ۴٧ ٣٫ ۰۶ ۰٫ ٣۴ ۰٫ ٣٩ ۰٫ ۴٧ - EMGMAMP

- - - - ١٫ ١٢ - - - ۰٫ ٢۵ - - - ۰٫ ٢۴ - - - SCSA-FIT

نویزی. حالت برای ولی ٢-۵ جدول مشابه :٣-۵ جدول
s = ٢۰۰ s = ١۶۰ s = ١۴۰ s = ۵۰ تُنُکی میزان

−٣۰ −۴۰ −۵۰ −۶۰ −٣۰ −۴۰ −۵۰ −۶۰ −٣۰ −۴۰ −۵۰ −۶۰ −٣۰ −۴۰ −۵۰ −۶۰ MSE∗(dB) \ الگوریتم
- - - - ۰٫ ٨١ ۰٫ ٩۵ ١٫ ۰٢ ٨٫ ۶١ ۰٫ ٣٩ ۰٫ ۴۵ ۰٫ ۵٣ ۶٫ ٣٩ ۰٫ ٣۵ ۰٫ ۴٢ ۰٫ ۵۰ ١٫ ۶۰ IPP(w = ۰)
١٫ ۰٩ ١٫ ١۵ ١٫ ٢٢ - ۰٫ ٣٨ ۰٫ ۴۵ ۰٫ ۵٣ ۴٫ ٣٣ ۰٫ ٣٨ ۰٫ ۴۵ ۰٫ ۵٣ ٣٫ ۴٢ ۰٫ ٣۴ ۰٫ ۴۰ ۰٫ ۴٩ ۰٫ ٧٢ IPP(w = ۰٫ ٩۵)

- - - - ١٫ ۶۴ ١٫ ۶۶ ١٫ ۶۶ ١٫ ۶٧ ۰٫ ١١ ۰٫ ١٣ ۰٫ ١٣ ۰٫ ١۴ ۰٫ ۰١ ۰٫ ۰٢ ۰٫ ۰٢ ۰٫ ۰٢ GOMP

- - - - ۰٫ ٧٣ ۰٫ ٧٩ ۰٫ ٨٣ ۰٫ ٨۶ ۰٫ ٢٧ ۰٫ ٣٣ ۰٫ ٣٨ ۰٫ ۶٩ ٢٫ ۶۰ ٣٫ ۰۴ ٣٫ ۰۶ ٣٫ ٨۵ EMGMAMP

٢٫ ٢٩ ٢٫ ٢٩ - - ۰٫ ۰٧ ۰٫ ۰٨ ٣٫ ٣٩ - ۰٫ ۰۴ ۰٫ ۰۴ ۰٫ ۵۴ - ۰٫ ۰١ ۰٫ ۰١ ۰٫ ۰٣ - SCSA-FIT

- - - - - - - - ٧٫ ٣٧ ٧٫ ۴٧ ٧٫ ۴٧ ٧٫ ۴٨ ۰٫ ٣٣ ۰٫ ٣٣ ۰٫ ٣٣ ۰٫ ٣۴ SCAD

هدف سپس، .yi = Φxi داشت خواهیم دهیم، نشان yi با را متناظر اندازهگیری بردار اگر میشود. گرفته میشود،

بلوکهای ابتدا منظور، این برای .yi بردارهای از استفاده با تنها X اصلی تصویر بازسازی از است عبارت نهایی

حاصل بلوکها این از متوسطگیری با اصلی تصویر تخمین نهایت، در و شده، زده تخمین yi روی از xi اصلی

نشان Ψ ماتریس با را آن که ،DCT تبدیل حوزهی در آنها بودن تُنُک فرض از بلوکها، بازسازی برای میشود.

x̂i = Ψsi اینصورت، در باشد، yi = ΦΨsi جواب تُنُکترین si اگر دیگر، عبارت به میشود. استفاده میدهیم،

بود. خواهد xi از تخمین یک

شدهاند، داده نشان ٢۵-۵ شکل در که طبیعی تصویر سه آزمایش، این در الگوریتمها عملکرد ارزیابی برای

در است، شده مشخص δ = m/۶۴ با که نمونهبرداری، نرخ مختلف مقادیر برای نتایج است. شده گرفته نظر در

در w = ۰٫ ٨۵ و w = ۰ حالت دو ،IPP الگوریتم در وزن پارامتر تاثیر دیدن برای است. شده آورده ۴-۵ جدول

با δ = ۰٫ ۴ با شده بازسازی تصاویر برای را دیداری مقایسهی یک ٢۵-۵ شکل همچنین، است. شده گرفته نظر

دارد) الگوریتمها سایر بین در را عملکرد بهترین ۴-۵ جدول به توجه با (که SCSA و IPP الگوریتم از استفاده
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آنها بلوکهای فشردهی نسخههای روی از تصاویر بازیابی در مختلف الگوریتمهای عملکرد مقایسهی :۴-۵ جدول
برحسب PSNR شده، گزارش مقادیر میشود. داده نشان δ با که نمونهبرداری نسبتهای مختلف مقادیر برای و

است. شده مشخص برجسته فونت با نتیجه بهترین هستند. بی دی

δ = ۰٫ ۴ δ = ۰٫ ٣ δ = ۰٫ ٢ δ = ۰٫ ١

Monarch Barbara House Monarch Barbara House Monarch Barbara House Monarch Barbara House

٢٧٫ ۶۵ ٣۰٫ ١٧ ٣۴٫ ١۵ ٢۴٫ ٩٧ ٢٧٫ ٣٨ ٣١٫ ١٧ ٢٢٫ ٧١ ٢۵٫ ٣۰ ٢٨٫ ۵۶ ١٩٫ ٨٧ ٢٢٫ ٩٩ ٢۵٫ ١٣ ℓq

٢٧٫ ١۰ ٢٩٫ ۶٩ ٣٣٫ ۵٩ ٢۴٫ ۴٣ ٢٧٫ ١۴ ٣۰٫ ٨۵ ٢١٫ ٢٣ ٢٣٫ ٩۴ ٢۶٫ ۶٨ ١٩٫ ۰٣ ٢٢٫ ٣٨ ٢۵٫ ۰۰ GOMP

٢٧٫ ٧٩ ٣۰٫ ٢٣ ٣۴٫ ۴٩ ٢۴٫ ٩٩ ٢٧٫ ٣٧ ٣١٫ ٣۵ ٢٢٫ ۶۴ ٢۵٫ ٢۶ ٢٨٫ ۶٢ ١٩٫ ٨٨ ٢٢٫ ٩۶ ٢۵٫ ١١ SCSA-FIT

٢٧٫ ۰۶ ٢٩٫ ٧٢ ٣٣٫ ۶۴ ٢۴٫ ۶۵ ٢٧٫ ١۵ ٣۰٫ ٩١ ٢٢٫ ٢٢ ٢۵٫ ۰۶ ٢٧٫ ٩۶ ١٩٫ ۶٩ ٢٢٫ ٩۴ ٢۵٫ ۰٢ EMGMAMP

٢٧٫ ٧۰ ٣۰٫ ۴١ ٣٣٫ ۵۶ ٢۴٫ ٧٣ ٢٧٫ ۶١ ٣١٫ ١١ ٢٢٫ ٩۵ ٢۵٫ ٣۶ ٢٧٫ ٧٢ ٢۰٫ ۴۶ ٢٣٫ ۰٨ ٢۵٫ ٣١ (w = ۰) IPP

٢٨٫ ۴٧ ٣۰٫ ٩٢ ٣۵٫ ۰١ ٢۵٫ ۵۵ ٢٨٫ ١٧ ٣٢٫ ۵۰ ٢٣٫ ۴۵ ٢۵٫ ۶٣ ٢٨٫ ۶۵ ٢۰٫ ۶٧ ٢٣٫ ٣٨ ٢۵٫ ۵٧ (w = ۰٫ ٨۵) IPP

حالت به نسبت بهتری نتایج غیرصفر وزن با IPP الگوریتم که میشود مشاهده نتایج این بررسی با میدهد. نشان

است. بهتر نیز دیگر الگوریتمهای از پیشنهادی الگوریتم عملکرد بعلاوه، میدهد. ارائه وزن بدون

جمعبندی ۵-۵

که شدند معرفی ISP الگوریتمهای ابتدا، کردیم. ارائه تُنُک نمایش بازیابی برای الگوریتم تعدادی فصل، این در

الگوریتمهای با ساختار نظر از که شد معرفی L0Soft الگوریتم سپس، هستند. SL0 الگوریتم از تعمیمی واقع در

از متفاوت شیوهای با اما صفر، نُرم تابع هموار زدن تقریب الگوریتم این اساس دارد. ملاحظه قابل تفاوتی ISP

یک کمینهسازی مسألهی حل در سعی که شد معرفی IPP الگوریتم ادامه، در است. ،SL0 مانند معمول روش

جمله از الگوریتمها، سایر با آن ارتباط نیز و الگوریتم این همگرایی اثبات دارد. ناهموار تُنُکی تشویقکنندهی تابع

خوب عملکرد از حاکی که شد ارائه شبیهسازیهایی الگوریتم، هر مورد در شد. بحث نیز ،ISP الگوریتمهای

داشتند. موجود معروف الگوریتمهای با مقایسه در پیشنهادی الگوریتمهای

فصل، این در دارد. اختصاص دیکشنری آموزش برای پیشنهادی الگوریتمهای معرفی به بعد فصل

محاسبات حجم کاهش برای الگوریتمی نیز و ویژه ساختار دارای دیکشنریهای یادگیری برای الگوریتمهایی

طراحی برای جدید الگوریتمی بعلاوه، شد. خواهند ارائه بالا ابعاد با دادههای روی از دیکشنری آموزش مورد در
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از .δ = ۰٫ ۴ نمونهبرداری نرخ با مختلف الگوریتمهای توسط شده بازسازی تصاویر دیداری مقایسهی :٢۵-۵ شکل
،IPP(w = ۰) ،SCSA-FIT الگوریتم با شده بازسازی تصویر اصلی، تصویر با: است متناظر ستون هر چپ، به راست

.IPP(w = ۰٫ ٨۵) و

میشود. معرفی دارند، کاربرد فشرده حسگری و مخابرات در که ناهمبسته، ماتریسهای



فصل۶

یادگیریدیکشنریو برای پیشنهادی الگوریتم�های

ماتریسحسگر طراحی

مقدمه ١-۶

دادههای پردازش برای الگوریتمی ابتدا، میشوند. ارائه آموزشدیکشنری برای پیشنهادی الگوریتمهای فصل این در

برای sketching ایدهی از استفاده نیز و آموزشی دادههای توزیعی پردازش بر مبتنی که میشود معرفی بالا ابعاد با

سپس، است. پیشنهادی الگوریتم امیدبخش عملکرد نشاندهندهی شبیهسازی نتایج است. دادهها بُعد کاهش

دنبال به الگوریتمها این میشوند. معرفی کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری برای کارآمد الگوریتمهای

دارند. خوبی بازیابی خواص دیکشنریها از نوع این که چرا هستند، کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای آموزش

مطلوب متقابل همبستگی روی بالا باند یک وقتی (یعنی مقید صورت دو به مربوطه مسألهی منظور، این برای

اضافه دیکشنری آموزش کلی هدف تابع به جریمه یک فرم به دیکشنری همبستگی که زمانی (یعنی نامقید و است)

نتایج ادامه، در میشوند. ارائه پراکسیمال روشهای بر مبتنی کارآ الگوریتمهایی سپس و شده فرمولبندی میشود)،

همچنین، میشود. گزارش موجود روشهای با آنها مقایسهی و الگوریتمها این عملکرد ارزیابی برای شبیهسازی

شد. خواهد بررسی و ارائه فشرده حسگری کاربرد در حسگر ماتریس طراحی برای الگوریتمی

٩۴
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بالا بُعد دادههای برای دیکشنری یادگیری ٢-۶

مختلف کاربردهای در شده تولید دادههای ابعاد و حجم بر روز به روز شد، بحث ۴-٣ قسمت در که همانطور

در آنها از تعدادی به که است کارآمدی راهکارهای نیازمند دادهها از عظیم حجم این پردازش میشود. افزوده

الگوریتمی و گرفته، نظر در را دیکشنری یادگیری مسألهی خاص، طور به ما بخش، این در شد. اشاره ۴-٣ قسمت

دادههای تعداد هم که نکته این به توجه با میدهیم. پیشنهاد بالا ابعاد با دادههای روی از دیکشنری یادگیری برای

در میشود. گرفته نظر در موارد این دوی هر پیشنهادی الگوریتم در باشد، زیاد میتواند آنها بُعد هم و آموزشی

روشهای از دادهها، بالای تعداد بر غلبه برای و ، sketching روشهای از دادهها، بالای بُعد بر غلبه برای واقع،

تاکنون اگرچه که است ذکر به لازم میکنیم. استفاده شدند، مرور ۴-٣ بخش در که دادهها، توزیعی پردازش

عمدهی تفاوت اما ،[۴۰ ،٣٩ ،٣٣ ،٧٩] است شده معرفی دیکشنری توزیعشدهی یادگیری برای مختلفی روشهای

برای ثانیاً، و گرفته، نظر در نیز را دادهها بُعد کاهش اولاً که است این در موجود روشهای با پیشنهادی الگوریتم

میشود. استفاده دیکشنری برای تُنُک ساختار یک از شده مبادله اطلاعات حجم کاهش

پیشنهادی الگوریتم ٢-١-۶

بگیرید نظر در را دیکشنری یادگیری کلی مسألهی یادآوری، برای
min

D∈D,X∈X
f(D,X) =

١
٢∥Y −DX∥٢F =

١
٢

L∑
i=١
∥yi −Dxi∥٢٢, (١-۶)

عموماً، میکنند. مشخص را ضرایب ماتریس و دیکشنری روی قید مجموعهی ترتیب، به ،X و D آن، در که

اعمال تُنُکی قید یک X مجموعهی و شده، تعریف واحد نُرم ستونهای با ماتریسهای بصورت D مجموعهی

دادههای تعداد که این به توجه با .n ≫ ١ و M ≫ n که ،D ∈ Rn×M و Y ∈ Rn×N داریم همچنین، میکند.

از ما نباشد، فوق مسألهی حل به قادر تنهایی به پردازنده یک که بگونهای باشد، زیاد بسیار است ممکن آموزشی

اگر میشوند. تقسیم پردازنده تعدادی روی آموزشی دادههای آن، در که میکنیم، استفاده شده توزیع روشهای

کرد بازنویسی زیر بصورت میتوان را (١-۶) مسألهی دهیم، نشان P با را پردازندهها تعداد
min

D∈D,{Di}P
i=١,{Xi∈X}P

i=١

١
٢

P∑
i=١
∥Yi −DiXi∥٢F s.t. ∀i : Di = D, (٢-۶)

کپی یک اصطلاحاً ،Di همچنین، .∑P
i=١Mi =M و بوده دادهها از بخشی برگیرندهی در ،Yi ∈ Rn×Mi آن، در که

ضرایب نیز Xi ماتریس .[٢٢] میشود یادگرفته اُم i پردازنده توسط که میشود، نامیده D سراسری دیکشنری از
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میدهد. نشان را Di دیکشنری روی Yi دادههای تُنُک

همسایهی گرههای (یا ترکیب مرکز با مرتب پردازندهها شده، توزیع الگوریتمهای در که این به توجه با

مرکز این به را خود توسط شده داده آموزش دیکشنریهای و دارند اطلاعات تبادل غیرمتمرکز) روشهای در خود

هر که میکنیم فرض مشکل، این حل برای دهد. افزایش را داده انتقال بار است ممکن امر این میکنند، ارسال

دیگر، بعبارت تُنُک. ماتریس یک در ،DCT ماتریس مانند پایه، ماتریس یک حاصلضرب از است عبارت دیکشنری

تُنُک ستونهای با ماتریسی Ai ∈ Rn×M و بوده n× n ابعاد با DCT ماتریس Ψ اینجا، در که ،∀i : Di = ΨAi

دیکشنری ستونهای از تُنُک خطی ترکیب یک حاصل اتم هر که میشود فرض مدلسازی، این با واقع، در است.

دیکشنری یک حاصلضرب بصورت دیکشنری کردن مدل یعنی ایده، این که است ذکر به لازم است. Ψ پایهی

ترتیب، این به .[١۰١] است شده معرفی دیکشنری یادگیری عادی مسألهی حل برای قبلاً تُنُک، ماتریس یک و پایه

تُنُک ماتریسها این که آنجایی از و کنند، ارسال ترکیب مرکز به را Ai ماتریسهای تنها است کافی پردازندهها

مییابد. کاهش داده انتقال حجم هستند،

قسمت در که ، sketching روش از دادهها، بالای بُعد از ناشی محاسباتی پیچیدگی کردن کم برای هچنین،

sketching ماتریس بعنوان ،m < n که را، Φ ∈ Rm×n ماتریس منظور، این برای میکنیم. استفاده شد، مرور ٣-۴-٣

میشود تبدیل زیر فرم به (٢-۶) مسألهی بُعد، کاهش و توزیعی پردازش ایدههای همزمان اعمال با میکنیم. تعریف

min
A∈A,{Ai}P

i=١,{Xi∈X}P
i=١

١
٢

P∑
i=١
∥ΦYi−ΦΨAiXi∥٢F+λ∥A∥١ s.t. A = C, Ai = A, i = ١, . . . , P, (٣-۶)

برای فوق، هدف تابع در دوم جملهی و بوده، سراسری دیکشنری به مربوط تُنُک نمایش ماتریس A آن، در که

A مجموعهی همچنین، میکند. تنظیم را تُنُکی این میزان نیز λ پارامتر است. شده اضافه ماتریس این تُنُکی اعمال

میشود تعریف زیر بصورت
A =

{
A ∈ Rn×M | ∥Bai∥٢ = ١, i = ١, . . . ,M}

, (۴-۶)

دیگری و یک نُرم قید (یکی Aماتریس روی قید مجموعه دو وجود دلیل به اینها، بر علاوه .B ≜ ΦΨ آن، در که

ادامه، (در کرد جدا هم از را قید مجموعه دو این بتوان تا کردهایم تعریف نیز C کمکیِ متغیر یک ،(A ∈ A قید

داشت خواهیم را زیر فرمولبندی نهایتاً ،Ỹi ≜ ΦYi تعریف با شد). خواهد روشنتر امر این دلیل
min

C∈A,{Ai}P
i=١,{Xi∈X}P

i=١

١
٢

P∑
i=١
∥Ỹi −BAiXi∥٢F + λ∥A∥١ s.t. A = C, Ai = A, i = ١, . . . , P. (۵-۶)
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الگوریتم از ،(۵-۶) حل برای است. شده تبدیل C ∈ A معادل قید به A ∈ A قید فوق، مسألهی در که کنید دقت

میشود تشکیل زیر فرم به لاگرانژین ماتریس ابتدا منظور، این برای میکنیم. استفاده ADMM

L(A,C, {Ai}Pi=١ , {Xi ∈ X}Pi=١) =
١
٢

P∑
i=١

{
∥Ỹi −BAiXi∥٢F +

ρ١
٢ ∥Ai −A+Λi∥٢F

}
+

λ∥A∥١ +
ρ١
٢ ∥A−C+Λ∥٢F + δA(C). (۶-۶)

A و Ai با متناظر لاگرانژ ضرایب ماتریسهای Λ و Λi و بوده جریمه پارامترهای ρ١, ρ٢ > ۰ فوق، رابطهی در

منظور این برای ADMM تکرارهای میشود. کمینه متغیرها روی پیاپی بصورت فوق لاگرانژین تابع سپس، هستند.

از بود خواهند عبارت

(Ak+١
i ,Xk+١

i ) = argminAi,Xi∈X
١
٢∥Ỹi −BAiXi∥٢F + ρ

٢∥Ai −Ak +Λk
i ∥٢F , i = ١, . . . , P,

Ak+١ = argminA
ρ١٢

∑P
i=١ ∥A−Ak+١

i −Λk
i ∥٢F + ρ٢٢ ∥A−Ck +Λk∥٢F + λ∥A∥١,

Ck+١ = argminC
ρ١٢ ∥C−Ak+١ −Λk∥٢F + δA(C),

Λk+١ = Λk + (Ak+١ −Ck+١),
∀i : Λk+١

i = Λk
i + (Ak+١

i −Ak+١), i = ١, . . . , P.

(٧-۶)

روی هم از مستقل بصورت میتوان را (Ai,Xi) ماتریسهای جفت بهروزرسانی مسائل از یک هر که کنید دقت

نوبتی بهینهسازی رهیافت همان مسائل، این از کدام هر حل برای داد. انجام شبکه، از گره یک یا پردازنده، یک

با متغیرها، از یکی روی هدف تابع پیاپی بصورت اولیه، نقطهی یک از شروع با دیگر، بعبارت میشود. استفاده

ما که کرد استفاده میتوان تُنُکی بازیابی الگوریتم هر از Xi بهروزرسانی برای میشود. حل دیگری، گرفتن ثابت

داشت خواهیم را زیر مسألهی Ai بهروزرسانی برای سپس، میکنیم. استفاده OMP الگوریتم از اینجا در
Ak+١

i = argmin
Ai

F (Ai) ≜
١
٢∥Ỹi −BAiX

k+١
i ∥٢F +

ρ١
٢ ∥Ai −Ak +Λk

i ∥٢F . (٨-۶)

بصورت هدف تابع گرادیان منظور، این برای میکنیم. استفاده کاهشی گرادیان الگوریتم از مسأله، این حل برای

کنید) مراجعه [٩٩] به بیشتر، جزئیات (برای میشود محاسبه زیر
∇F (Ai) = BT (BAiX

k+١
i − Ỹi)(X

k+١
i )T + ρ١(Ai −Ak +Λk

i ). (٩-۶)

لیپشیتز ثابت که داریم توجه کار، این برای کنیم. محاسبه را فوق گرادیان لیپشیتز ثابت باید گام، طول انتخاب برای

مینویسیم اول، عبارت لیپشیتز ثابت محاسبهی برای .ρ١ با است برابر گرادیان رابطهی در دوم عبارت

∥∇F (A٢)−∇F (A١)∥F = ∥BTBA٢Xk+١
i (Xk+١

i )T −BTBA١Xk+١
i (Xk+١

i )T ∥F =

∥BTB(A٢ −A١)Xk+١
i (Xk+١

i )T ∥F ≤ ∥BTB∥F · ∥Xk+١
i (Xk+١

i )T ∥F · ∥A٢ −A١∥F (١۰-۶)



٩٨ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
است برقرار زیر نامساوی سازگار، ابعاد با B و A ماتریس دو هر برای که کردهایم استفاده نکته این از آن، در که

[٩١]
∥AB∥F ≤ ∥A∥F · ∥B∥F . (١١-۶)

کرد انتخاب زیر بصورت را کاهشی گرادیان گام طول میتوان بنابراین،
µA =

١
∥BTB∥F · ∥Xk+١

i (Xk+١
i )T ∥F

. (١٢-۶)

بود خواهد زیر بصورت Ai ماتریس بهروزرسانی تکرارهای نهایت، در
Ai ← Ai − µA∇F (Ai). (١٣-۶)

نشان میتوان سرراست محاسباتی از بعد بگیرید. نظر در را ((٧-۶) از دوم (سطر A بهروزرسانی مسألهی حال،

با است معادل مسأله این که داد
Ak+١ = argmin

A

ρ١P + ρ٢
٢ ∥A− ρ١

ρ١P + ρ٢

P∑
i=١

(Ak+١
i +Λk

i )−
ρ٢

ρ١P + ρ٢
(Ck−Λk)∥٢F +λ∥A∥١. (١۴-۶)

معادل که یک، نُرم تابع پراکسیمال با فوق مسألهی جواب ،((١-۴) (رابطهی پراکسیمال عملگر تعریف به توجه با

میشود: داده است، نَرم آستانهگذاری با
Ak+١ = prox λ

ρ١P+ρ٢ ·∥.∥١

(
ρ١

ρ١P + ρ٢

P∑
i=١

(Ak+١
i +Λk

i ) +
ρ٢

ρ١P + ρ٢
(Ck −Λk)

)
. (١۵-۶)

روی تصویر عملگر از استفاده با داشتیم، ۴ فصل در آنچه طبق نیز، ((٧-۶) از سوم (سطر C متغیر بهروزرسانی

دیگر، بعبارت میشود. محاسبه A مجموعهی
Ck+١ = PA(A

k+١ +Λk), (١۶-۶)

میشود تعریف زیر بصورت و بوده A روی تصویر عملگر PA آن، در که
PA(A) = Ã, ∀i : ãi =

 ai ∥Bai∥٢ ≤ ١
ai

∥Bai∥٢ ∥Bai∥٢ > ١ (١٧-۶)

این همگرایی مورد در است. شده خلاصه ١-۶ شکل در مینامیم، ١HighDim-DL را آن که نهایی، الگوریتم

دشوار آن همگرایی تحلیل است، غیرمحدب دیکشنری یادگیری مسألهی که آنجایی از که گفت باید الگوریتم
شده٢ بررسی گستردهای بطور محدب مسائل برای ADMM الگوریتم همگرایی اثبات اگرچه واقع، در است.

را آن داخل مراجع و [١٢٨] مثال، (بعنوان است شده انجام کمی کارهای غیرمحدب مسائل مورد در اما ،[٢٢]
١High-dimensional dictionary learning

است شده تضمین متغیر بلوک دو حداکثر با مسائل برای تنها ADMM روش همگرایی اثبات که گفت باید باشیم، دقیقتر بخواهیم ٢اگر
.[٣٢] ندارد وجود روش این همگرایی برای تضمینی بلوک، دو از بیش با مسائل مورد در کلی، حالت در و
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بالا. ابعاد با دادههای برای دیکشنری یادگیری مسألهی حل هدف: •
.(ρ١, ρ٢) ،Λ۰ ،{(A۰

i,X
۰
i,Λ

۰
i)}

P
i=١ ،P ،Φ ،Ψ ،Y ورودی: •

بده. انجام k = ١,٢, . . . برای را زیر گامهای الگوریتم: شروع •
P تا یک شمارهی پردازندههای روی را (٧-۶) از اول سطر در شده بیان دیکشنری یادگیری مسائل .١
این حل برای کن. ارسال ترکیب مرکز به را ها Ai برای آمده بدست تخمینهای سپس کرده، حل

کن. استفاده (١٣-۶) رابطهی و OMP الگوریتم از مسائل،
،(١۵-۶) روابط از استفاده با ترتیب، به Λرا Cو ،Aماتریسهای پردازندهها، از دریافتی تخمینهای با .٢
پردازندهها تمامی به را A برای آمده بدست تخمین سپس، کن. بهروز (٧-۶) از سوم سطر و (١۶-۶)

کن. ارسال
کن. بهروز (٧-۶) رابطهی پنجم سطر از استفاده با را Λi ماتریسهای پردازندهها، از یک هر روی .٣

A خروجی: •

دیکشنری. یادگیری مسألهی حل برای HighDim-DL پیشنهادی الگوریتم :١-۶ شکل

در ADMM الگوریتم تا است نشده باعث غیرمحدب حالت برای جامع اثبات یک وجود عدم حال، این با ببینید).

داده ارائه مطلوبی بسیار نتایج عمل در الگوریتم این برعکس، بلکه نشود؛ استفاده غیرمحدب مسائل با کاربردهای

ADMM الگوریتم همگرایی اثبات برای تلاشها معدود از را [٨۰ ،١٢٨] مراجع بتوان شاید .[١٣۵ ،٧٧ ،٣۰] است

در شده ارائه نتایج از استفاده با پیشنهادی الگوریتم همگرایی بررسی وجود، این با دانست. غیرمحدب حالت برای

گرفت. خواهیم نظر در آینده کارهای بعنوان را [٨۰ ،١٢٨]

شبیهسازی نتایج ٢-٢-۶

N = تعداد به آموزشی، دادههای منظور، این برای میشود. بررسی پیشنهادی الگوریتم عملکرد قسمت، این در

میشوند. انتخاب تصویر چند از تصادفی بصورت که میگیریم نظر در طبیعی تصاویر از ٨×٨ بلوکهای را ،۴۰۰۰

پردازش را آموزشی دادهی ١۰۰۰ تعداد پردازنده هر یعنی، میگیریم. P = ۴ با برابر را پردازندهها تعداد همچنین،

، sketching ماتریس بعلاوه، میشود. انتخاب ۶۴×۶۴ ابعاد با DCT ماتریس یک ،Ψ یعنی پایه، دیکشنری میکند.

بار و نُرمال توزیع با تصادفی ماتریس یک بصورت یکبار است، متغیر عددی m که ،m× ۶۴ ابعاد با نیز ،Φ یعنی

برای است. شده گرفته نظر در [١٢٩] (SRHT) زیرنمونهبرداریشده١ هاداماردِ تصادفی تبدیل یک بصورت دیگر

میگیریم. ۵ را دادهها تُنُک نمایش برای شده انتخاب اتمهای تعداد حداکثر ،OMP الگوریتم
١Subsampled Randomized Hadamard Transform



١۰۰ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
غیرتوزیعشدهی الگوریتم ،HighDim-DL پیشنهادی، الگوریتم از هستند عبارت مقایسه مورد الگوریتمهای

Ord-DL الگوریتم و میشود اجرا پردازنده یک روی تنها اما بوده HighDim-DL الگوریتم همان که Non-Dist-DL

الگوریتمهای عملکرد ارزیابی برای است. sketching ماتریس اعمال بدون اما Non-Dist-DL الگوریتم همان که

این از یک هر توسط شده یادگرفته دیکشنریهای توسط دادهها تُنُک نمایش (MSE) خطای میزان مقایسه، مورد

دیکشنری آن، در که میشود، تعریف ∥Y−DX∥F /(n ·M) بصورت معیار این میدهیم. قرار معیار را الگوریتمها

تکرارهای تعداد است. الگوریتمها از یک هر توسط شده یادگرفته ماتریس A که ،D = ΨA از است عبارت D

دو برای و ،٣۰ با برابر HighDim-DL الگوریتم برای (١-۶ شکل از ١ گام (یعنی محلی دیکشنریهای یادگیری

تعداد .λ = ١۰۰۰ و ρ٢ = ١۰٣ ،ρ١ = ١۰۴ دادهایم، قرار همچنین، است. شده انتخاب ٣۰۰ با برابر دیگر الگوریتم

است. شده گرفته نظر در ۵۰ با برابر نیز HighDim-DL الگوریتم کلی تکرارهای

هر برای و ،⌊m/n⌋ مختلف مقادیر برحسب مقایسه، مورد الگوریتم سه برای دادهها نمایش خطای میزان

با است. شده داده نشان ٢-۶ شکل در ،SRHT ماتریس و گوسی ماتریس با برابر sketching ماتریس حالت دو

Non-Dist-DL الگوریتم به نسبت بهتری عملکرد HighDim-DL الگوریتم که میشود مشخص شکل این در دقت

از استفاده حال، این با میشود. عملکرد افت باعث sketching اعمال میرفت، انتظار که همانطور همچنین، دارد.

میشود. گوسی ماتریس به نسبت بهتری عملکرد به منجر میشود، دیده شکل در که همانطور ،SRHT ماتریس

برای که است ذکر به لازم .[١٢٩] است ماتریسی ضرب کمتر محاسبات حجم ،SRHT ماتریسهای دیگر مزیت

Gini (ضریب دارد بالایی تُنُکی درجه مقایسه، مورد الگوریتمهای توسط شده گرفته یاد A ماتریس آزمایش، این

است). ۰٫ ٨۵ حدود آن برای

کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری ٣-۶

دیکشنری تُنُک، نمایش بازیابی الگوریتمهای موفقیتآمیز عملکرد تضمین منظور به دیدیم، ١ فصل در که همانطور

نشان تُنُک نمایش زمینهی در متعدد پژوهشهای نتایج واقع، در باشد. مشخصی ویژگیهای دارای باید موجود
متقابل١ همبستگی .[۵٢] است مربوط دیکشنری خواص به مستقیما تُنُک نمایش پایداری و یکتایی که است داده

١Mutual coherence
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گوسی Φ ماتریس (آ)

. sketching ماتریس حالت دو و مختلف الگوریتمهای برای نمایش خطای نهایی مقادیر :٢-۶ شکل

مورد در اساسی ویژگی دو شد، اشاره ٢ فصل در که همانطور ،(RIP) شده١ محدود همسانی ویژگی و (MC)

یک برای متقابل همبستگی فرمول یادآوری، برای .[۵٢] میکنند ارزیابی را آن کیفیت که هستند دیکشنری یک

میشود داده زیر عبارت با واحد نرم دارای ستونهای با D دیکشنری
µ(D) ≜ max

i ̸=j
|⟨di,dj⟩|· (١٨-۶)

نشان n×N دیکشنری یک برای میسنجد. را دیکشنری یک ستونهای دوبهدوی شباهت میزان متقابل، همبستگی

است محدود زیر بصورت پائین از متقابل همبستگی که است شده داده
µ ≥

√
N − n

n(N − ١) , (١٩-۶)

است. معروف [١١۴] ولچ٢ باند به که

بر مبتنی تُنُک نمایش بازیابی الگوریتمهای عملکرد باندهای از بسیاری دیدیم. ٢ فصل در را RIP تعریف

مسألهی یک واقع در و نیست ممکن چندجملهای زمان در دیکشنری یک برای RIP ارزیابی اما هستند. کمیت این

طراحی برای بیشتری توجه است ساده آن محاسبهی که این دلیل به MC پارامتر بنابراین، .[١١٧] است NP-hard

که ،s تُنُکی سطح برای RIP پارامتر یعنی ،δs و MC پارامتر دو این، بر علاوه است. کرده جلب خود به دیکشنری

همچنین، .[۶۰] δs ≤ µ(s− ١) مثال، عنوان به هستند. مربوط هم به نحوی به هستند، مطلوب آن کوچک مقادیر

.[۵٢] δ٢ = µ داریم
١Restricted isometry property
٢Welch bound



١۰٢ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

و MC پارامتر دو که دادهاند نشان اخیر پژوهشهای تُنُک، نمایش بازیابی بر علاوه که است ذکر به لازم

اگر که است شده داده نشان مثال، برای دارند. دیکشنری یادگیری الگوریتمهای کلی عملکرد در مهمی نقش RIP

در باشد، کم آن MC پارامتر کافی اندازهی به است، آموزشی دادههای سازندهی واقع در که زیربنایی، دیکشنری

وضعیت این در .[١٣۰ ،۶٧] بود خواهد دیکشنری یادگیری استاندارد مسألهی محلی بهینهی نقطهی صورت این

دیکشنری یک که است شده داده نشان همچنین، است. شناسایی١ قابل محلی بصورت دیکشنری که میشود گفته

همبستگی مقدار µ که باشد، O(µ−٢) مرتبهی از s تُنُکی میزان اگر بود خواهد شناسایی قابل محلی بصورت کامل

الگوریتمهای همگرایی در کننده تعیین شرط یک عنوان به RIP پارامتر همچنین، .[١٣۰] است دیکشنری متقابل

.[٢] است شده استفاده نوبتی بهینهسازی بر مبتنی دیکشنری یادگیری

است شده باعث شد، داده توضیح بالا در که همانطور دیکشنری، یک برای متقابل همبستگی کمیت اهمیت

این در موجود الگوریتمهای شود. گرفته کار به دیکشنری یادگیری الگوریتمهای در کیفیت معیار یک عنوان به تا

مقدار عنوان به بالایی حد که هستند مقید الگوریتمهای اول، دستهی میشوند. تقسیم کلی دستهی دو به ارتباط

مسأله این میگیرند. نظر در قید یک بصورت دیکشنری یادگیری مسألهی در دیکشنری متقابل همبستگی مطلوب

میشود تعریف زیر فرم به کلی حالت در
min
D∈D

١
٢∥Y −DX∥٢F s.t. µ(D) ≤ µ۰, (٢۰-۶)

الگوریتم به میتوان مسأله این حل برای معروف الگوریتمهای از است. مطلوب و ثابت مقدار یک µ۰ > ۰ که

مسألهی INK-SVD الگوریتم کرد. اشاره [١۴] ٢IPR-DL الگوریتم و [٨٢] (INK-SVD) Incoherent K-SVD

سپس و آورده بدست مسأله قید به توجه بدون را مسأله حداقلکنندهی ابتدا که میکند حل اینگونه را (٢۰-۶)

از حاصل نتیجهی اگر واقع، در میکند. پردازش متقابل همبستگی مطلوب حد به رسیدن برای را حاصل نتیجهی

میکند حل را زیر مسألهی الگوریتم این دهیم، نشان D̄ با را نامقید مسأله حل
min
D

١
٢∥D− D̄∥٢F s.t. µ(D) ≤ µ۰· (٢١-۶)

همبستگی که را اتمهایی جفت تکراری، بصورت INK-SVD الگوریتم متقابل، مطلوبهمبستگی حد به رسیدن برای

میتوان الگوریتم این به که مهم ایراد یک میکند. ناهمبسته را آنها اصطلاحاً و کرده شناسائی µ۰ از بیشتر آنها

نمیشود گرفته نظر در ،∥Y−DX∥F یعنی دادهها، نمایش خطای ناهمبستهسازی، فرایند حین که است این گرفت
١Locally identifiable
٢Iterative projection-rotation dictionary learning
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اول، گام در است. گام دو شامل که است شده ارائه جدید الگوریتم یک [١۴] در مشکل، این حل برای .[١۴]

که کند تضمین تا میشود انجام تکراری بصورت تصویرسازی عملیات یک میشود، نامیده ناهمبستهسازی گام که

میشود، نامیده دیکشنری١ چرخش گام که دوم، گام در است. µ۰ > ۰ مطلوب حد از کمتر D̄ متقابل همبستگی

که است واضح شود. حداقل دادهها نمایش خطای که میشود «چرخانده» نحوی به اول گام از حاصل نتیجهی

اما نمیدهد تغییر را متقابل همبستگی مقدار یکه، متعامد ماتریس یک در آن ضرب یعنی دیکشنری، چرخاندن

دهد. کاهش چشمگیری حد تا میتواند را نمایش خطای

میکنند حل را زیر نامقید مسألهی پائین، متقابل همبستگی با دیکشنری یادگیری الگوریتمهای دومِ گروه

[١١ ،١٢ ،١ ،١١١]
min
D∈D

١
٢∥Y −DX∥٢F + λR(D), (٢٢-۶)

و λ ≥ ۰ که
R(D) ≜ ∥DTD− I∥٢F · (٢٣-۶)

میشود توجیه زیر رابطهی با متقابل همبستگی کردن کم برای تابعی بعنوان R از استفاده
R(D) =

∑
i ̸=j

|⟨di,dj⟩|٢ +
∑
i

(⟨di,di⟩ − ٢(١. (٢۴-۶)

است اتمها دوبهدوی متقابل همبستگی مربع کمینهسازی مسئول راست سمت در اول جملهی فوق، عبارت در

ارائه متنوعی الگوریتمهای (٢٢-۶) مسألهی حل برای میکند. اعمال را اتمها نُرم بودن یک قید دوم جملهی و

شود. مراجعه شد اشاره بالا در که نمونه مراجع به روشها این جزئیات برای شدهاند.

پیشنهادی الگوریتمهای ۴-۶

حالت برای هم کم، متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری برای کارآ و جدید الگوریتمهایی قسمت، این در

این الگوریتمها این ارائهی برای اصلی انگیزهی واقع، در میشوند. ارائه ،(٢٢-۶) نامقید حالت هم و (٢۰-۶) مقید

همزمان بصورت و دیکشنری متقابل همبستگی بودن کم قید بهینه نحوی به نیستند قادر قبلی روشهای که است

مسائل حل در موجود الگوریتمهای بودن ناکارآ دلیل به یا مشکل این کنند. برآورده را کم نمایش خطای داشتن
١Dictionary rotation



١۰۴ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

چندان نه معیار از استفاده دلیل به اساساً یا و ،(٢۰-۶) حل برای [١۴] در شده پیشنهاد روش مانند است، مربوطه

.(٢۴-۶) در شده تعریف معیار مانند متقابل، همبستگی برای کارآ

متوسط تنها تعریف، طبق تابع، این بگیرید. نظر در را (٢۴-۶) در شده تعریف R تابع بیشتر، توضیح برای

داده متقابل، همبستگی واقعی تعریف از نتیجه، در و آورده حساب به را اتمها بین متقابل همبستگیهای مربعات

نمایش خطای جملهی اگر واقع، در دارد. فاصله است، متقابل همبستگیهای اندازهی ماکسیمم که ،(١٨-۶) در شده

داشت خواهیم اینصورت در کنیم، کمینه را R تابع صرفاً بخواهیم و نگیریم نظر در (٢٢-۶) هدف تابع در را
min
D∈D

R(D) ≜
∑

i,j:i ̸=j

| ⟨di,dj⟩ |٢
 . (٢۵-۶)

است زیر فرم به متقابل همبستگی کمینهسازی مسألهی طرفی، از
min
D∈D

{
µ(D) ≜ max

i,j:i ̸=j
| ⟨di,dj⟩ |

}
. (٢۶-۶)

| ⟨di,dj⟩ |٢ متوسط که میکند تضمین تنها (٢۵-۶) مسألهی که است مشخص فوق مسألهی دو بررسی با حال

تک تک سو، دیگر از ،(٢۶-۶) مسألهی .| ⟨di,dj⟩ | جملات تک تک نه میشود؛ کمینه کنید) توجه دو توان (به

اگر دیگر، بیان به میشود. دیکشنری متقابل همبستگی کمینهسازی به منجر که کرده کمینه را | ⟨di,dj⟩ | جملات

این .µ(D) = ∥g∥∞ و R(D) = ∥g∥٢٢ داریم صورت این در دهیم، قرار g بردار در را {⟨di,dj⟩}i ̸=j درایههای

اولی میشود؛ منجر متفاوتی کلی به جوابهای به تابع دو این کمینهسازی که میسازد مشخص وضوح به موضوع

. ℓ∞ نُرم حداقل جواب به دومی و ،ℓ٢ نُرم حداقل جواب به

نتیجه در و نمیکند حل مستقیم بصورت را مسأله این ،(٢۰-۶) حل برای IPR-DL الگوریتم دیگر، طرف از

بالایی محاسبات حجم که است تکرار هر در ١EVD و SVD عملیات انجام نیازمند این، بر علاوه است. زیربهینه

که است الگوریتمی ارائهی مشکل این برای ما حل راه میطلبد. بالا، ابعاد با دادههای مورد در خصوص به را،

وجود آن ساختار در EVD و SVD عملیات هیچگونه علاوه، به و میکند حل را (٢۰-۶) مسألهی مستقیم بصورت

الگوریتمهای داریم، اطلاع ما که آنجا تا است. بالا ابعاد با دادههای برای بهتری گزینهی بنابراین، .[١۰٩ ،١۰۶] ندارد

دیکشنری یادگیری مسألهی وارد را متقابل همبستگی تابع مستقیم بصورت که هستند روشهایی اولین پیشنهادی

میدهیم. توضیح بیشتر جزئیات با را الگوریتمها این ادامه، در میکنند.
١Eigenvalue decomposition



١۰۵ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
نامقید حالت ١-۴-۶

ارائه کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری نامقید مسألهی حل برای پیشنهادی الگوریتم قسمت، این در

میدهیم پیشنهاد را زیر مسألهی منظور، این برای میشود.
min

D∈D,X∈X

١
٢∥Y −DX∥٢F + λµ(D)· (٢٧-۶)

متقابل همبستگی تشویقکنندهی تابع عنوان به متقابل همبستگی تابع از ،(٢٢-۶) مسألهی برخلاف فوق، مسألهی در

با دیکشنریهای برای را متقابل همبستگی تابع که داریم دقت ابتدا مسأله، این حل برای است. شده استفاده پائین

نوشت زیر معادل بصورت میتوان واحد نُرم ستونهای
µ(D) = ∥DTD− I∥∞, (٢٨-۶)

کرد بازنویسی زیر بصورت میتوان را (٢٧-۶) مسألهی بنابراین، .∥X∥∞ ≜ maxi,j |xij | آن، در که
min
D∈D

١
٢∥Y −DX∥٢F + λ∥DTD− I∥∞· (٢٩-۶)

است، میشده استفاده قبلی کارهای در که ،R تابع که گرفت نتیجه میتوان (٢٣-۶) و (٢٨-۶) گرفتن نظر در با

کمینهسازی بودن دشوار نتیجه در و بودن ناهموار به توجه با آن، در که است متقابل همبستگی تابع از تقریبی تنها

است. شده جایگزین فروبینیوس نُرم با نُرم این ،ℓ∞ نُرم

حل ،ℓ∞ تابع بودن ناهموار دلیل به حال، این با است. غیرمحدب نیز (٢٩-۶) مسألهی ،(٢٢-۶) مشابه

مسألهی کار، این با میکنیم. تعریف G ≜ DTD جدید متغیر یک مشکل، این حل برای است. دشوارتر (٢٩-۶)

میشود بازنویسی زیر فرم به (٢٩-۶)
min

D∈D,G

١
٢∥Y −DX∥٢F + λ∥G− I∥∞ s.t. G = DTD· (٣۰-۶)

پراکسیمال روشهای اعمال برای راه و میشود آورده بیرون ℓ∞ ناهموار تابع درون از DTD جملهی ترتیب، این به

حل باید را زیر مسألهی منظور، این برای میگیریم. کمک جریمه روش از فوق، مسألهی حل برای میشود. باز

کنیم
min
D,G

{
H(D,G) ≜ F (D,G) + rd(D) + rg(G)

}
, (٣١-۶)

آن در که
F (D,G) ≜ ١

٢∥Y −DX∥٢F +
١
٢α∥G−DTD∥٢F . (٣٢-۶)



١۰۶ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
rg(G) ≜ λ∥G− I∥∞ بوده، D ≜

{
D ∈ Rn×N | ∀i, ∥di∥٢ = ١} مجموعهی مشخصهی تابع rd ≜ δD همچنین،

بیشتر و بیشتر (٣۰-۶) در تساوی قید از تخطی جریمهی ،α→ ۰ برای است. جریمه ضریب α > ۰ نهایت، در و

جریمه استاندارد روش با مطابق نتیجه، در میکنند. میل (٣۰-۶) جوابهای به (٣١-۶) جوابهای مجموعه و شده

جوابهای میآوریم. بدست k هر برای را (٣١-۶) جواب کرده، استفاده {αk} کاهشی دنبالهی یک از ما ،[٩۴]

میشوند. استفاده αk+١ با متناظر مسألهی حل برای شروع نقاط بعنوان هستند، αk با متناظر که آمده، بدست

بصورت آن، در که میشود استفاده نوبتی بهینهسازی از ،αk ثابت مقدار یک ازای به (٣١-۶) حل منظور به

بهروزرسانی مسائل ادامه، در میشود. کمینه دیگری گرفتن ثابت با و متغیرها از یک هر روی هدف تابع تکراری

میکنیم. بررسی جزئیات با را G و D

G بهروزرسانی

به میشود تبدیل G بهروزرسانی مسألهی ساده، محاسباتی از بعد
Gk+١ = I+ argmin

G

{١
٢∥G−Mk∥٢F + ηk∥G∥∞

}
, (٣٣-۶)

پراکسیمال عملگر تعریف، طبق (٣٣-۶) عبارت راست سمت در دوم جملهی .ηk ≜ λ·αk Mkو ≜ DT
kDk−I که

میآید. بدست زیر لم طبق که است ℓ∞ تابع

از است عبارت g پراکسیمال عملگر دهد. نشان را η∥.∥∞ : RN×N → R تابع g کنید فرض ١-۶ لم
proxg(U) = U− PBη

١ (U), (٣۴-۶)

است. η شعاع به ℓ١ گوی روی تصویر عملگر PBη
١ (.) : RN×N → RN×N که

قابل پراکسیمال عملگر ابتدایی خواص از استفاده و ،(٨-۴) معادلهی مورو، تجزیهی از استفاده با فوق لم اثبات

از بود خواهد عبارت G بهروزرسانی مسألهی بنابراین، است. انجام
Gk+١ = I+Mk − PBηk١

(Mk) (٣۵-۶)

معادل، بصورت یا
Gk+١ = DT

kDk − PBηk١
(DT

kDk − I). (٣۶-۶)

وجود بهینهای الگوریتمهای آن برای که است ℓ١ توپ روی تصویر نیازمند (٣۶-۶) در پراکسیمال عملگر محاسبهی

ببینید. را [۴٨] دارد؛



١۰٧ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
D بهروزرسانی

است زیر بصورت D بهروزرسانی مسألهی
min
D∈D

{f(D) + rd(D)} , (٣٧-۶)

کلی حالت در بنابراین، و دارد (٢٢-۶) مسألهی به زیادی شباهت مسأله این .f(D) ≜ F (D,Gk+١) آن، در که

برای میگیریم. کمک پراکسیمال الگوریتمهای از مسأله این حل برای ما حال، این با ندارد. بستهای فرم جواب

را آن حداقلکنندهی و کرده جایگزین دیکشنری قبلی تخمین حول آن دوم درجهی تقریب با را f تابع منظور، این

داریم دقیقتر، عبارت به میگیریم. نظر در دیکشنری جدید تخمین عنوان به
Dk+١ = argmin

D

{
f(Dk) +∇T f(Dk)(D−Dk) +

١
٢µd
∥D−Dk∥٢F + rd(D)

}
, (٣٨-۶)

آن در که
∇f(D) = (DX−Y)XT +

٢
αk

D(DTD−Gk+١) (٣٩-۶)

نوشت زیر معادل بصورت میتوان را (٣٨-۶) مسألهی .µd > ۰ و بوده f گرادیان
Dk+١ = argmin

D

{١
٢∥D− D̃k∥F + rd(D)

}
= PD(D̃k), (۴۰-۶)

کاهشی گرادیان گام یک با تکراری بصورت دیکشنری روش، این با خلاصه، طور به .D̃k ≜ Dk−µd∇f(Dk) که

را آن که ،∇f لیپشیتز ثابت به توجه با µd گام طول پارامتر میشود. بهروزرسانی D روی کردن تصویر با سپس و

تعریف منظور، این برای است. لیپشیتز D روی ∇f تابع که میدهیم نشان ابتدا میشود. تعیین میدهیم، نشان L با

میکنیم
f١(D) ≜ ١

٢∥Y −DX∥٢F , f٢(D) ≜ ١
٢∥D

TD−Gk+٢∥١F · (۴١-۶)

است گرادیان-لیپشیتز L١ = ∥XTX∥ ثابت با ∇f١ تابع میدانیم .∇f(D) = ∇f١(D) + ١
αk
∇f٢(D) بنابراین،

داریم: را زیر لم ∇f٢ تابع برای میدهد. نشان را ماتریس یک تکین مقدار ماکسیمم ∥.∥ که ،[١٣۴]

مانند عددی یعنی، است. لیپشیتز D مجموعهی روی است، شده تعریف (۴١-۶) در که f٢ تابع گرادیان ٢-۶ لم
D١,D٢ ∈ D همهی برای که دارد وجود L٢ > ۰

∥∇f٢(D٢)−∇f٢(D١)∥F ≤ L٢∥D٢ −D١∥F · (۴٢-۶)

داریم f٢ تابع گرادیان برای (٣٩-۶) رابطهی از
∇f٢(D) = ٢D(DTD−Gk+١). (۴٣-۶)



١۰٨ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
که داد نشان میتوان راحتی به فوق، اطلاعات از استفاده با

∇f٢(D١)−∇f٢(D٢) = ٢
(
D١DT١D١ −D١Gk+١ −D٢DT٢D٢ +D٢Gk+١

)
=

٢
(
(D١ −D٢)DT١D١ +D٢(D١ −D٢)TD١ +D٢DT٢ (D١ −D٢)− (D١ −D٢)Gk+١

)
· (۴۴-۶)

داشت خواهیم (١١-۶) ویژگی همراه به نُرم برای مثلث نامساوی بکارگیری با سپس،
∥∇f٢(D١)−∇f٢(D٢)∥F ≤ ٢

(
∥D٢∥١F + ∥D١∥F ∥D٢∥F + ∥D٢∥٢F + ∥Gk+١∥F

)
· ∥D١ −D٢∥F (۴۵-۶)

که داد نشان میتوان راحتی به دیگر، طرف از
∀D ∈ D : ∥D∥F =

√
N. (۴۶-۶)

که میدهد نتیجه (۴٢-۶) رابطهی نامساوی ،(۴۶-۶) و (۴۵-۶) به توجه با نهایت، در
L٢ = ۶N + ٢∥Gk+١∥F · (۴٧-۶)

دنبالهی همگرایی زیر، قضیهی .(۴۰-۶) و (٣۶-۶) بین تکرار از است عبارت (٣١-۶) حل برای نهایی الگوریتم

میکند. بیان را شده تولید

در .µd ∈ (۰,١/L] و بوده (٣۶-۶) و (۴۰-۶) توسط شده تولید دنبالهی {Dk,Gk} کنید فرض ١-۶ قضیه
است، شده تعریف (٣١-۶) در که H(D,G) از بحرانی نقطهی یک به {Dk,Gk} حدی نقطهی هر اینصورت،

میشود. همگرا

امکانپذیر شد، مرور ۶-۴ قسمت در که ،PALM الگوریتم کلی همگرایی اثبات از استفاده با قضیه این اثبات

است. شده آورده ٣-۶ شکل در نهادهایم، نام ١RINC-DL را آن که پیشنهادی، الگوریتم از کلی توصیف یک است.

تُنُکی پارامتر با و D دیکشنری روی Y دادههای تُنُک نمایش آوردن بدست معنای به SA(Y,D, τ) شکل، این در

است. τ

مقید حالت ٢-۴-۶

ارائه متقابل همبستگی برای بالا حد یک به مقید دیکشنریهای یادگیری برای پیشنهادی الگوریتم قسمت، این در

بر موضوع این شد، گفته قبلا که همانطور دارد. (٢۰-۶) مسألهی مستقیم حل در سعی الگوریتم این میشود.
١Regularized incoherent dictionary learning



١۰٩ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

PALM از استفاده با (٢٩-۶) مسألهی حل هدف: •
J ،I ،ϵ ،L٢ ،c ،λ ،τ ،D۰ ،Y ورودی: •

G = ۰ ،D = D۰ اولیه: مقداردهی •
بده انجام k = ۰,١, · · · برای را زیر گامهای الگوریتم: شروع •

X = SA(Y,D, τ) تُنُک. نمایش .١
دیکشنری. بهروزرسانی .٢

L١ = ∥XTX∥ .٣
α = ٣ · ∥DTD− I∥∞ .۴

i = ١ .۵
بده: انجام ∥G−DTD∥F > ϵ و i ≤ I که زمانی تا .۶

µd = ١/(L١ + α−١L٢) �
بده: انجام j = ١,٢, · · · , J برای �

G = DTD− PBλ·α١ (DTD− I) *
D = PD(D− µd∇f(D)) *

α← c · α .٧
i← i+ ١ .٨

X و D خروجی: •

نمایش یافتن SA از منظور شکل، این در .(٢٩-۶) مسألهی حل برای ،RINC-DL پیشنهادی، الگوریتم :٣-۶ شکل
است. دادهها تُنُک

و میکند بهروز را دیکشنری متقابل، همبستگی قید گرفتن نظر در بدون ابتدا که است، IPR-DL الگوریتم خلاف

معادل تعریف با µ(D) جایگزینی با میکند. بهینه مطلوب متقابل همبستگی داشتن برای را حاصل نتیجهی سپس

میشود تبدیل زیر فرم به (٢۰-۶) مسألهی ،(٢٨-۶) در آن
min
D∈D

١
٢∥Y −DX∥٢F s.t. ∥DTD− I∥∞ ≤ µ۰· (۴٨-۶)

انجام RINC-DL الگوریتم آوردن بدست برای که است چیزی همانند فوق مسألهی حل برای پیشنهادی استراتژی

خواهیم را زیر مسألهی کار، این با میکنیم. تعریف را G ≜ DTD کمکی متغیر قبل، مشابه منظور، این برای شد.

داشت
min

D∈D,G

١
٢∥Y −DX∥٢F s.t. ∥G− I∥∞ ≤ µ۰, G = DTD· (۴٩-۶)

اینجا، در که تفاوت این با است، (٣١-۶) مشابه شود حل باید که مسألهای جریمه، روش ایدهی از استفاده با

آن در که rg(G) ≜ δĜµ۰



١١۰ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
Ĝµ۰ ≜ {G | ∥G− I∥∞ ≤ µ۰} · (۵۰-۶)

است زیر بصورت مسأله این بگیرید. نظر در را G بهروزرسانی مسألهی ابتدا
Gk+١ = I+ argmin

G∈Bµ۰
∞

١
٢∥G− G̃k∥٢F , (۵١-۶)

توپ روی G̃k تصویر از است عبارت فوق تساوی راست سمت در دوم عبارت .G̃k ≜ DT
kDk − I آن، در که

داشته وجود مجموعه این روی تصویر است، بسته و محدب Bµ۰
∞ مجموعهی که این به توجه با .µ۰ شعاع به ℓ∞

میکنیم استفاده زیر لم از تصویر، این آوردن بدست برای .[٢٣] است یکتا و

داده زیر عبارت با میدهیم نشان Up ≜ PBr
∞
(U۰) با که را ،Br∞ یعنی ،ℓ∞ توپ روی U۰ ماتریس تصویر ٣-۶ لم

میشود:

upij =

sgn(u۰ij) · r |u۰ij | > r

u۰ij oth.
(۵٢-۶)

درایههای اندازهی (ماکسیمم ماتریس یک برای بینهایت نُرم تعریف به توجه با که داریم دقت لم، این اثبات برای

داریم آن)،
{U ∈ Br∞} ≡ {∀i, j : |uij | ≤ r} · (۵٣-۶)

داریم PBr
∞
(.) تعریف به توجه با سپس،

Up = argmin
U∈Br

∞

١
٢∥U−U۰∥٢F , (۵۴-۶)

یا و
Up = argmin

|uij |≤r

١
٢
∑
i,j

(uij − u۰ij)٢· (۵۵-۶)

میشود زیر رابطهی به منجر موضوع این است. جداپذیر uij درایههای روی فوق مسألهی
∀i, j : upij = argmin

|u|≤r

١
٢ (u− u

۰
ij)

٢· (۵۶-۶)

خود و است بسته فرم به مسأله این جواب بازه. فرم به قیدهایی مجموعه روی تصویر از است عبارت مسأله این

u۰ij به (که بازه انتهای دو از یکی اینصورت غیر در و باشد r از کمتر آن دامنهی اگر برمیگرداند را u۰ij مقدار

عبارت ١+Gkبا بهروزرسانی برای نهایی فرمول بنابراین، میکند. کامل را فوق لم اثبات این، .[٢٣] است) نزدیکتر

میشود داده زیر
Gk+١ = I+ PBµ۰

∞ (DT
kDk − I)· (۵٧-۶)



١١١ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

PALM از استفاده با (۴٨-۶) مسألهی حل هدف: •
J ،I ،ϵ ،L٢ ،c ،λ ،τ ،D۰ ،Y ورودی: •

G = ۰ ،D = D۰ اولیه: مقداردهی •
بده انجام k = ۰,١, · · · برای را زیر گامهای الگوریتم: شروع •

X = SA(Y,D, τ) تُنُک. نمایش .١
دیکشنری. بهروزرسانی .٢

L١ = ∥XTX∥ .٣
α = ٣ · ∥DTD− I∥∞ .۴

i = ١ .۵
بده: انجام ∥G−DTD∥F > ϵ و i ≤ I که زمانی تا .۶

µd = ١/(L١ + α−١L٢) �
بده: انجام j = ١,٢, · · · , J برای �
G = I+ PBµ۰

∞ (DTD− I) *
D = PD(D− µd∇f(D)) *

α← c · α .٧
i← i+ ١ .٨

X و D خروجی: •

نمایش یافتن SA از منظور شکل، این در .(٢٩-۶) مسألهی حل برای ،CINC-DL پیشنهادی، الگوریتم :۴-۶ شکل
است. دادهها تُنُک

بین تکرار انجام نمیکنیم. ذکر دوباره را آن جزئیات دلیل همین به و (٣٧-۶) مشابه Dk+١ بهروزرسانی مسألهی

قضیهی مشابه که زیر، قضیهی همچنین، میدهد. بدست (۴٩-۶) مسألهی برای تقریبی جوابی (۴۰-۶) و (۵٧-۶)

الگوریتم این جزئیات میدهد. نشان مینامیم، ١CINC-DL را آن که را، مقید حالت الگوریتم همگرایی است، ١-۶

است. شده تشریح ۴-۶ شکل در

در .µd ∈ (۰,١/L] و بوده (۵٧-۶) و (۴۰-۶) توسط شده تولید دنبالهی {Dk,Gk} کنید فرض ٢-۶ قضیه
است، شده تعریف (٣١-۶) در که H(D,G) از بحرانی نقطهی یک به {Dk,Gk} حدی نقطهی هر اینصورت،

میشود. همگرا

میشود. دنبال (۶-۴ (بخش PALM الگوریتم اثبات روی از نیز قضیه این اثبات
١Constrained incoherent dictionary learning



١١٢ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
بحث

از است. مطلوب µ(D) روی بالا حد یک که میشود استفاده کاربردهایی در CINC-DL الگوریتم ،IPR-DL مشابه

است، نیاز مورد µ(D) میزان و نمایش خطای بین مصالحه یک که کاربردهایی در RINC-DL الگوریتم دیگر، طرف

با و راحتی به RINC-DL الگوریتم ،CINC-DL و IPR-DL الگوریتم دو با مقایسه در میکند. پیدا استفاده محل

الگوریتم مزیت یک شود. تبدیل دیکشنری یادگیری عادی الگوریتم یک به صفر، با برابر λضریب مقدار قراردادن

با دیکشنری یادگیری مقید مسألهی مستقیم حل با که است این IPR-DL به نسبت (RINC-DL نیز (و CINC-DL

اشاره آن به نیز ٣-۴-٢ قسمت در (که گرم شروع مزیت از الگوریتم این تکراری، بصورت و کم متقابل همبستگی

تکرار برای شروع نقطهی عنوان به D قبلی تخمین الگوریتم، از تکرار هر در دیگر، عبارت به میبرد. سود شد)

کم الگوریتم تکرارهای حین در مرور به متقابل همبستگی مقدار ترتیب، این به میگیرد. قرار استفاده مورد بعدی

شروع از نمیتواند نتیحه در و نداشته تکراری ماهیت که است IPR-DL الگوریتم برخلاف موضوع این میشود.

ببرد. بهره گرم

پارامتر انتخاب

میشود. مقداردهی ∥DTD− I∥∞ از ثابت ضریب یک بصورت α پارامتر پیشنهادی، الگوریتم دو از تکرار هر در

وجود دیگری پارامترهای جریمه، پارامتر بر علاوه است. شده حاصل متعدد شبیهسازیهای انجام با انتخاب این

G بهروزرسانی برای نوبتی بهینهسازی تکرارهای تعداد ،c یعنی جریمه، پارامتر کاهش ضریب از عبارتند که دارند

عملکرد روی پارامترها این تاثیر .L٢ یعنی ،∇f٢ لیپشیتز ثابت و ،ϵ توقف، شرط دادهایم، نشان J با را آن که ،D و

قرار بررسی مورد هم شبیهسازی قسمت در آن، بر علاوه و میشود داده توضیح ادامه در پیشنهادی الگوریتمهای

میگیرند.

که میرود انتظار بنابراین، است. ،α یعنی جریمه، پارامتر سریع کاهش با متناظر c برای کوچک مقدار یک :c •

دیگر، طرف از شوند. همگرا بیشتری سرعت با پیشنهادی الگوریتمهای در دیکشنری بهروزرسانی گامهای

که میکند، حفظ بیشتری میزان به را الگوریتم تکرارهای و α دنبالهی پیوستگی c برای کوچک مقدار یک

میدهد. افزایش را اجرا زمان اما شود منجر بهتری عملکرد به میتواند

میکند کمک میشود انجام پیشنهادی الگوریتمهای خارجی و داخلی تکرارهای در که گرم شروع روش :J •



١١٣ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
همگرایی تا که ندارد وجود نیازی بنابراین، شود. انجام کمتری تکرارهای تعداد با متغیرها بهروزرسانی تا

میکند. کفایت مختصر تکرار چند انجام تنها بلکه کنیم، صبر J به مربوط حلقههای کامل

یک دارند. تاثیر الگوریتمها کلی عملکرد بر پیشنهادی الگوریتمهای بهروزرسانی گامهای در توقف شرط :ϵ •

تمام بیشتر محاسبات حجم قیمت به امر این اما میکند، بهتر را جوابها نهایی کیفیت ϵ برای کوچک مقدار

میشود.

مشخصمیکند. پیشنهادی الگوریتمهای در دیکشنری بهروزرسانی برای را گام طول ∇f٢ لیپشیتز ثابت :L٢ •

مقدار یک دهد. قرار تاثیر تحت را الگوریتمها کلی عملکرد میتواند نشود انتخاب درستی به اگر پارامتر این

برای باشد. داشته قبولی قابل نتایج میتواند که آمد بدست (۴٧-۶) رابطهی در پارامتر این برای تقریبی

شده پیشنهاد [٩۵] در آنچه مثلا موجود، متعدد روشهایی با و الگوریتم طول در را آن میتوان آن بهتر تنظیم

نمود. تنظیم است،

محاسباتی پیچیدگی

عملیات تعداد برحسب IPR-DL الگوریتم نیز و پیشنهادی الگوریتمهای محاسباتی پیچیدگی تحلیل قسمت، این در

گام تنها است، یکسان الگوریتمها این برای تُنُک نمایش گام که آنجایی از میشود. ارائه (flops) نقطه-شناور١

میگیرد. قرار بررسی مورد دیکشنری بهروزرسانی

محاسبهی به مربوط بیشتر IPR-DL الگوریتم محاسباتی پیچیدگی است، شده بحث [١۴] در که همانطور

به نیاز که C = (DX)YT کواریانس ماتریس محاسبه بوده، عملیات O(N٣) نیازمند که است DTDماتریس EVD

الگوریتم برای است. O(n٣) با برابر که کواریانس ماتریس SVD محاسبهی نهایت، در و دارد، عملیات O(n٢M)

میشود. تعیین دیکشنری بهروزرسانی داخلی حلقههای Gو بهروزرسانی گامهای با محاسباتی پیچیدگی پیشنهادی،

همهی (برای کردن تصویر کل بنابراین، .[۴٨] دارد O(N) با برابر هزینهای ℓ١ توپ روی ستونی کردن تصویر هر

CINC-DL الگوریتم در G بهروزرسانی گام است. عملیات O(N٢) نیازمند RINC-DL الگوریتم در ستونها)

به پیشنهادی الگوریتم دو هر در داخلی حلقههای دارد. لازم عملیات O(N٢) که بوده ساده آستانهگذاری یک

١-۶ جدول در مختلف الگوریتمهای برای پیچیدگی کامل تحلیل دارد. نیاز محاسبات O(nNM + nN٢) اندازهی
١Floating-point operations



١١۴ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

آموزشی دادههای تعداد و n×N دیکشنری ابعاد مختلف. الگوریتمهای برای محاسباتی پیچیدگیهای :١-۶ جدول
است. M با برابر

پیچیدگی الگوریتم
O(nNM +MN٢ + ٣n٢N + ٢n٣ + ٢N٣) IPR-DL

O(nNM + nN٢) CINC-DL

O(nNM + nN٢) RINC-DL

آموزشی دادههای تعداد به نسبت محاسباتی پیچیدگی الگوریتمها تمامی برای جدول، این به توجه با است. آمده

پیچیدگی همه، از مهمتر دارند. مشابهی پیچیدگی پیشنهادی الگوریتم دو همچنین، میکند. تغییر خطی بصورت

پیشنهادی الگوریتمهای که آن حال میکند، تغییر اتمها تعداد نیز و دادهها ابعاد با سه درجه بصورت IPR-DL

هستند. مناسبتر بالا ابعاد با دادههای برای الگوریتمها این نتیجه، در دارند. پارامتر دو این به نسبت خطی رفتاری

شبیهسازی ٣-۴-۶

همبستگی با دیکشنریهای یادگیری برای قبلی الگوریتمهای با پیشنهادی الگوریتمهای عملکرد قسمت، این در

شده انتخاب مقایسه برای [١١١] ١BSC-DL الگوریتم نامقید، الگوریتمهای میان از میشود. مقایسه کم متقابل

گرفتهایم. نظر در را IPR-DL الگوریتم نیز مقید حالت الگوریتمهای میان از است.

طبیعی تصویر چند از ٨ × ٨ بلوک M = ۵۰, ۰۰۰ تعداد ابتدا که است گونه این آزمایش انجام شیوهی

بلوکها این میکنیم. ۶۴ معادل طول با بردارهایی به تبدیل را آنها و کرده استخراج تصادفی بصورت را معروف

ابعاد با DCT را اولیه دیکشنری الگوریتمها، همهی برای میدهند. تشکیل را Y آموزشی دادههای ماتریس سپس

تعداد حداکثر است. شده استفاده تُنُک نمایش گام عنوان به OMP الگوریتم از همچنین، کردیم. انتخاب ۶۴×٢۵۶

است. شده گرفته نظر در ٣۰۰ نیز دیکشنری یادگیری تکرارهای تعداد گرفتهایم. s = ١۰ را تُنُک نمایش برای اتمها

میشود، تعریف ∥Y − DX∥F /(n ·M) بصورت که MSE معیار از الگوریتمها، خروجی کیفیت ارزیابی برای

پارامترهای از ،BSC-DL الگوریتم برای شدهاند. تنظیم زیر شیوهی به الگوریتمها پارامترهای است. شده استفاده

ناهمبستهسازی گام در تکرارها تعداد حداکثر ،IPR-DL الگوریتم برای است. شده استفاده [١١١] در شده پیشنهاد

،L٢ = ٢۰ ،J = ٣ ،I = ١۰۰ دادهایم قرار نیز پیشنهادی الگوریتمهای برای است. شده داده قرار ١۰۰ با برابر آن
١Bounded self-coherence DL



١١۵ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
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مختلف مقادیر و پیشنهادی الگوریتمهای برای متقابل همبستگی و خطا نهایی مقادیر نمودارهای :۵-۶ شکل
برای .L٢ = ٢۰ ،ϵ = ۰٫ ۰۵ ،J = ٣ ،c = ۰٫ ٨۵ با است برابر پارامترها برای پیشفرض مقادیر آنها. پارامترهای

شدهاند. تنظیم خود پیشفرض مقادیر به پارامترها بقیهی پارامترها، از کدام هر تاثیر بررسی

.ϵ = ۰٫ ۰۵ و ،c = ۰٫ ٨۵

نقش دیدن برای میکنیم. بررسی آنها عملکرد بر را پیشنهادی الگوریتمهای مختلف پارامترهای تاثیر ابتدا

برابر RINC-DL الگوریتم در λ پارامتر بعلاوه، میشوند. تنظیم پیشفرضی مقادیر به پارامترهای بقیهی پارامتر، هر

داده قرار ۰٫ ٢۵ با برابر CINC-DL الگوریتم در µ۰ پارامتر و است) پائین متقابل همبستگی یک با متناظر (که ۵۰ با

یادگیری دیکشنریهای متقابل همبستگی مقادیر همراه به MSE نهایی مقادیر پارامترها، همهی برای است. شده

شدهاند. داده نشان ۶-۶ شکل در متناظر اجرای زمانهای و ۵-۶ شکل در شده

بود، شده الگوریتمها عملکرد روی بر پارامترها نقش مورد در قبلا که را بحثهایی شکلها، این در دقت با

مطلوب نتیجهای تا است کافی J برای کم مقدار یک شد، بحث که همانطور خاص، طور به نمود. تصدیق میتوان

متوسط عملکرد به منجر یک به نزدیکتر مقادیر که میرسد نظر به ،c پارامتر مورد در همچنین، شود. حاصل



١١۶ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
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شبیه تنظیمات بقیهی آنها. پارامترهای مختلف مقادیر برحسب پیشنهادی الگوریتمهای اجرای زمان :۶-۶ شکل
است. ۵-۶ شکل

میشوند. بهتری

مقید الگوریتمهای از نمونههایی بعنوان را RINC-DL و BSC-DL الگوریتمهای عملکرد بعدی، قدم در

شکل، این به توجه با است. شده خلاصه ٧-۶ شکل در الگوریتمها این به مربوط شبیهسازی نتایج میکنیم. بررسی

که: گرفت نتیجه میتوان

دیکشنری متقابل همبستگی مقدار λ پارامتر بالابردن با الگوریتم، دو هر برای میرفت، انتظار که همانطور •

نوسانات از که میدهد نشان زمینه این در متغیری رفتار BSC-DL الگوریتم بعلاوه، مییابد. کاهش نهایی

خطای مقادیر همچنین، دارد. ثباتتر با رفتاری اما پیشنهادی الگوریتم است. آشکار آن به مربوط نمودار

است. BSC-DL الگوریتم از کمتر مراتب به پیشنهادی الگوریتم برای نمایش

است، ۰٫ ۵۴ با برابر BSC-DL الگوریتم توسط شده دیده آموزش دیکشنری متقابل همبستگی مقدار حداقل •

مقدار به که بدهد بدست ۰٫ ١٢٩۶ متقابل همبستگی با دیکشنریای میتواند پیشنهادی الگوریتم که آن حال

است. نزدیک µmin = ۰٫ ١۰٨۵ یعنی ولچ، باند



١١٧ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل

10−5 10−3 10−1 101 103
0

0.005

0.01

0.015

0.02

λ

M
S
E

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

µ

MSE µ µmin

RINC-DL (ب)

10−4 10−2 100 102 104 106
0

0.01

0.02

0.03

λ

M
S
E

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

µ

MSE µ µmin

BSC-DL (آ)

BSC- الگوریتم دو برای یادگیریشده، دیکشنریهای متقابل همبستگی و نمایش خطای نهایی مقادیر :٧-۶ شکل
است. شده مشخص µmin با هم ولچ باند مقدار .λ پارمتر از توابعی بعنوان و RINC-DL و DL

نمایش خطای نهایی مقادیر میشود. مقایسه IPR-DL و CINC-DL مقید الگوریتم دو عملکرد ادامه، در

در هستند، RINC-DL و BSC-DL شامل که الگوریتمها، همهی برای و متقابل همبستگی مختلف مقادیر برحسب

نتیجهگیریهای شکلها این نتایج بررسی با است. شده رسم ٨-۶ شکل در آنها اجرای زمان نیز و ٨-۶ شکل

خطای منظر از را عملکرد بهترین CINC-DL الگوریتم میشود، دیده که همانطور اول، داشت. میتوان متعددی

خود از دیکشنری متقابل همبستگی کاهش در بهتری عملکرد RINC-DL حال، این با دارد. اجرا زمان نیز و نمایش

زمان دارد. پیشنهاد الگوریتمهای مقابل در ضعیفی نسبتا عملکرد IPR-DL الگوریتم دیگر، طرف از میدهد. نشان

متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری که نحوی به است، وابسته متقابل همبستگی میزان به نیز آن اجرای

زمان نظر از هم را عملکرد بدترین BSC-DL الگوریتم نهایت، در دارد. بیشتری اجرای زمان ولچ باند به نزدیک

در متناظر مقدار از مییابد دست آن به که متقابلی همبستگی میزان حداقل بعلاوه، دارد. نمایش خطای هم و اجرا

است. بالاتر دیگر الگوریتمهای

حسگر ماتریس طراحی ۵-۶

در کردیم. بررسی را آموزشی دادههای روی از کم متقابل همبستگی با دیکشنریهای یادگیری قبل، قسمت در

گوناگونی کاربرد ماتریسها این میگیریم. نظر در را کم متقابل همبستگی با ماتریسهای طراحی قسمت، این

کاربردها، این در دارند. [٧۵] مخابرات و [٢۶] فشرده حسگری جمله از سیگنال پردازش مختلف زمینههای در

متقابل همبستگی که است ماتریسهایی طراحی صرفاً هدف و نداریم آموزشی دادهی دیکشنری، یادگیری برخلاف



١١٨ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
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مقادیر بازای و اجرا، زمان ب) نمایشو خطای نهایی مقدار آ) برحسب مختلف الگوریتمهای مقایسهی :٨-۶ شکل
متقابل. همبستگیهای

شد، مرور ٣-٢ بخش در که همانطور .[١١۵] داریم فریم١ مفهوم یادآوری به نیاز بحث، ادامهی برای دارند. کمی

باشیم داشته v ∈ Rn هر برای اگر میدهند Rn برای فریم یک تشکیل {fi}mi=١ بردار m از مجموعهای
α∥v∥٢٢ ≤

m∑
i=١
|fTi v|٢ ≤ β∥v∥٢٢, (۵٨-۶)

فریم٢ ترکیب عملگر میشوند. نامیده فریم بالای و پائین باندهای ترتیب به ،۰ < α ≤ β <∞ با β و α آن، در که

ارجاع هنگام .F = [f١, · · · fm] یعنی فریم، بردارهای از عبارتند آن ستونهای که میشود تعریف ماتریسی بعنوان

بردارهای همهی نُرم آن برای که است فریمی F واحد نُرم فریم یک است. F ماتریس منظور عموماً فریم، یک به

بصورت F فریم یک برای گرام۴ ماتریس میشود. نامیده α-تایت٣ فریم ،α = β اگر بعلاوه، است. واحد فریم

میشوند. نامیده ناهمبسته۵ فریمهای کم، خیلی متقابل همبستگی با فریمهای میشود. تعریف G = FTF

تُنُک، نمایش بازیابی در بخصوص کاربردها، از بسیاری در فهمید، میتوان گذشته بحثهای از که همانطور

فریم یک برای متقابل همبستگی مقدار کمترین که دیدیم قبلا هستند. مطلوب کم متقابل همبستگی با فریمهای

گراسمانی فریمهای است، ولچ باند با برابر آنها متقابل همبستگی که فریمهایی میشود. مشخص ولچ باند با

برخوردار ویژهای اهمیت از ETF فریمهای بنابراین، میشوند. نامیده (ETF) همزاویه٧ تایت فریمهای یا (بهینه)۶
١Frame
٢Frame synthesis operator
٣ℵ-tight frame
۴Gram matrix
۵Incoherent frames
۶Grassmannian frames
٧Equiangular tight frame



١١٩ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
برای فریمها این بعلاوه، نیست. ساده کاری بالا، ابعاد برای بخصوص فریمها، این طراحی وجود، این با هستند.

جبری روشهای بر مبتنی ناهمبسته فریمهای طراحی رهیافتهای از برخی .[١١۵ ،١٢٢] ندارند وجود ابعادی هر

فریمها مشخصات و ابعاد روی محدودیتهایی ولی روشها این .[۵۶ ،١۰ ،١٢۶ ،١٣١] مانند هستند، تحلیلی و

فرمولبندی بر مبتنی روشها از دیگری دستهی نیستند. استفاده قابل فریمی نوع هر طراحی برای لذا و میگذارند

روشهای برخلاف .[١۰٣ ،١٢٢ ،٧٨ ،١۰٢ ،۵١ ،١٢۰] مانند هستند، فریم طراحی برای غیرمحدب یا محدب مسائل

فریمهای طراحی برای نتیجه در و نگذاشته فریم مشخصات روی قیدی هیچ بهینهسازی بر مبتنی روشهای قبلی،

هستند. مناسب بُعدی هر با ناهمبسته

قبل است. بهینهسازی بر مبتنی ناهمبسته فریمهای طراحی الگوریتمهای روی بر ما تمرکز قسمت، این در

است. شده معرفی [١۰٢] در که جدید نسبتا الگوریتم یک بر داریم مروری ابتدا ،[١۰۵] پیشنهادی الگوریتم ارائه از

میکند حل را زیر مسألهی الگوریتم، این
min
F∈F

max
i,j: i ̸=j

|fTi fj |, (۵٩-۶)

ترتیب این به است شده استفاده که ایدهای منظور، این برای . F ≜ {F ∈ Rn×m | ∀i : ∥fi∥٢ = ١} آن، در که

بردار بهروزرسانی برای میشوند. بهروزرسانی بقیه گرفتن ثابت با و یکی یکی بصورت فریم بردارهای که است

میشود حل زیر مسألهی ،fi یعنی ،i شماره فریم
min
fi

max
j: j ̸=i

|hT
j fi| s.t. ∀i : ∥fi − hi∥٢ ≤ Ti, (۶۰-۶)

میکنند. مشخص را جستجو ناحیه که هستند ثابتهایی Ti و هستند فریم بردارهای از قبلی تخمینهای ها hi که

روش این میشود. حل [۶۶] CVX بهینهسازی بستهی از استفاده با فریم بردارهای از کدام هر برای فوق مسألهی

روشهای به نسبت بهتری عملکرد دارد نام ١SIDCO که جدید، الگوریتم است. شده داده بهبود [١۰٣] مقالهی در

است. داده نشان خود از قبلی

پیشنهادی الگوریتم ١-۵-۶

مشابه منظور، این برای .[١۰۵] میشود ارائه ناهمبسته فریمهای طراحی برای پیشنهادی روش قسمت، این در

فرم به را مسأله این است. متقابل همبستگی کمینهسازی حل، برای پیشنهادی اصلی مسألهی ،SIDCO الگوریتم
١Sequential iterative decorrelation by convex optimization



١٢۰ حسگر ماتریس طراحی و دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای :۶ فصل
میکنیم بیان زیر

min
F∈F

∥FTF− I∥∞· (۶١-۶)

ترتیب، این به میکنیم. معرفی را Q ≜ FTF− I جدید متغیر و کرده استفاده جریمه روش از مسأله، این حل برای

داریم را زیر مسألهی
min

F∈F,Q
∥Q∥∞ s.t. Q = FTF− I (۶٢-۶)

میشود تبدیل زیر مسألهی به جریمه، روش از استفاده با که
{Qα,Fα} = argmin

F∈F,Q

{
∥Q∥∞ +

١
٢α∥Q− FTF+ I∥٢F

}
, (۶٣-۶)

به میشود. حل نوبتی بهینهسازی از استفاده با ادامه در فوق مسألهی است. جریمه ضریب α > ۰ قبل، مشابه که

زیر مسألهی دو متوالی حل از است عبارت حل فرایند کل ،Fα۰ برای اولیه مقدار یک از شروع با دیگر، عبارت
Qα

k+١ = argmin
Q

{
∥Q∥∞ +

١
٢α∥Q− Fα

k
TFα

k + I∥٢F
}
, (۶۴-۶)

و
Fα

k+١ = argmin
F∈F

١
٢∥Q

α
k+١ − FTF+ I∥٢F . (۶۵-۶)

گرفته ورودی بعنوان را ماتریس یک vec(·) : Rm×m → Rm٢ عملگر میگیریم. نظر در را Q بهروزرسانی گام ابتدا

عملیات، این عکس نیز vec−١(·) عملگر میکند. بردار یک به تبدیل ستونهایش، دادن قرار هم روی با را آن و

معادل فرم به میتوان را (۶۴-۶) مسألهی تعریف، این با میدهد. انجام را متناظر ماتریس به بردار یک تبدیل یعنی

نوشت زیر
qα
k+١ = argmin

q

{
∥q∥∞ +

١
٢α∥q− pα

k∥٢٢
}
, (۶۶-۶)

عملگر با است برابر (۶۶-۶) عبارت تعریف، طبق .Pα
k ≜ FαT

kF
α
k − I و pα

k ≜ vec(Pα
k ) ،qα

k+١ ≜ vec(Qα
k+١) که

داشت خواهیم را زیر عبارت مورو، ویژگی از استفاده با و قبل مشابه .pα
k نقطهی در α∥.∥∞ پراکسیمال

qα
k+١ = proxαf (p

α
k ) = pα

k − α · proxf∗/α(x/α). (۶٧-۶)

میآید بدست زیر بصورت (۶۴-۶) در Qα
k+١ عبارت نهایت، در .f(x) = ∥x∥∞ که

Qα
k+١ = Pα

k − vec−١
(
PBα١

(
vec(Pα

k )
))
· (۶٨-۶)

[٩۵] میشود استفاده زیر بصورت وزندهی ایدهی یک از الگوریتم، به سرعتبخشی برای
Pα

k = FαT
kF

α
k − I

Rα
k = Pα

k + w١(Pα
k −Pα

k−١)
Qα

k+١ = Rα
k − vec−١

(
PBα١

(
vec(Rα

k )
)) (۶٩-۶)
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کم متقابل همبستگی با F فریم یک طراحی هدف: •
T و Ni ،No ،c ∈ [۰٫ ۵,١) ،w٢ ≥ ۰ ،w١ ≥ ۰ ،η > ۰ ،F۰ ورودی: •

Fα۰۰ = F۰ ،α = α۰ ،i = ۰ اولیه: مقداردهی •
بده: انجام را زیر گامهای i < No که زمانی تا •

بده: انجام را زیر گامهای k = ۰, · · · , Ni − ١ برای .١
(۶٩-۶) طریق از Qαi

k+١ بهروزرسانی �
(٧۰-۶) از تکرار T انجام با Fαi

k+١ بهروزرسانی �
αi+١ = c · αi .٢

i← i+ ١ .٣
F خروجی: •

ناهمبسته. فریمهای طراحی برای IFD-AMPM پیشنهادی الگوریتم :٩-۶ شکل

با مسأله این میگیریم. نظر در را (۶۵-۶) F بهروزرسانی مسألهی ادامه، در است. شده داده ثابت یک w١ ≥ ۰ که

[٩۵] میشود حل زیر شیوهی به پراکسیمال روشهای از استفاده S(t) = F(t) − ٢ηF(t)(F
T
(t)F(t) −Qα

k+١ − I)

F(t+١) = PF
{
S(t)

}
+ w٢(F(t) − F(t−١))

(٧۰-۶)

PF {.} نهایت در و بوده وزن پارامتر w٢ ≥ ۰ است، گام طول η > ۰ بوده، تکرار شمارهی نشاندهندهی t که

از بحرانی نقطهی یک به (٧۰-۶) تکراری الگوریتم ،η گام طول مناسب انتخاب با است. F روی تصویر عملگر

(۶٩-۶) طریق از Qα
k+١ بهروزرسانی گام دو بین (۶٣-۶) حل برای نهایی الگوریتم .[٩۵] میشود همگرا (۶۵-۶)

میدهد. انجام تکرار Fα
k+١ بهروزرسانی برای (٧۰-۶) از تکرار چند انجام و

پارامترهای است. شده خلاصه ٩-۶ شکل در مینامیم، ١IFD-AMPM را آن که پیشنهادی، کلی الگوریتم

واحد نُرم تایت فریمهای از الگوریتم، اولیهی مقداردهی برای میشوند. بررسی ادامه در الگوریتم این در موجود

کوچکی مقدار باید η گام طول .[٢٧ ،١۶] کرد طراحی ساده الگوریتمهایی با میتوان را فریمها این میشود. استفاده

قابل نتایج w١ = w٢ = ۰٫ ٨۵ همچنین، داشت. خوبی عملکرد η = ۰٫ ۰۵ مقدار ما، آزمایشهای برای که باشد

که میکنیم انتخاب α۰ = ۵۰۰ × ∥Pα۰۰ ∥∞ بصورت را α۰ یعنی جریمه، ضریب اولیهی مقدار دارد. پی در قبولی

و No پارامترهای میگیریم. c = ۰٫ ٩ نیز را پارامتر این کاهشی ضریب شد. منجر خوبی نتایج به شبیهسازیها در

مسأله ابعاد و نظر مورد کاربرد به بستگی میکنند مشخص را الگوریتم خارجی و داخلی تکرارهای تعداد که Ni

١Incoherent frame design via alternating minimization penalty method
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میکند. کفایت T = ٣ مثلا تکرار، اندکی تعداد F بهروزرسانی برای همچنین، شوند. تنظیم میتوانند

شبیهسازی ٢-۵-۶

برای روشی یک که ،[٧٨] LZYCB و [١۰٣] SIDCO الگوریتمهای با را پیشنهادی الگوریتم عملکرد قسمت این

الگوریتم سه هر تکرارهای تعداد میکند. مقایسه است، بهینهسازی مسألهی حل طریق از ناهمبسته فریمهای طراحی

.Ni = ١۵ دادهایم قرار IFD-AMPM الگوریتم برای بعلاوه، است. شده داده قرار ٢۰۰

میشوند. مقایسه nمختلف مقادیر برای و n× ١٢۰ ابعاد با ناهمبسته فریمهای طراحی در الگوریتمها ابتدا،

در آزمایش هر مختلف انجام بار ١۰۰ روی الگوریتمها این توسط آمده بدست متقابل همبستگی مقدار حداقل

پیشنهادی الگوریتم برای متقابل همبستگیهای نهایی مقادیر میشود، مشاهده که همانطور است. آمده ١ جدول

است. دیگر الگوریتم دو در متناظر مقادیر از کمتر

شده میانگینگیری مختلف آزمایش ٣۰ روی (که الگوریتمها تکرار طول در را µ(F) رفتار ١۰-۶ شکل

الگوریتم که گرفت نتیجه میتوان شکل این در دقت با میدهد. نشان ٢۵× ١٢۰ و ١۵× ١٢۰ ابعاد برای و است)

نهایتاً پیشنهادی الگوریتم بعلاوه، دارند. LZYCB الگوریتم به نسبت سریعتری همگرایی SIDCO و پیشنهادی

الگوریتم تکرار هر اجرا، زمان منظر از میشود. دیگر الگوریتم دو به نسبت کمتری متقابل همبستگی به منجر

همانطور میکشد. طول ۰٫ ۰۴١ پیشنهادی الگوریتم و ۰٫ ۰٢٣ LZYCB الگوریتم ثانیه، ١٨ متوسط طور به SIDCO

دارد. دیگر الگوریتمهای به نسبت بالاتری مراتب به اجرای زمان SIDCO الگوریتم است، مشخص که

برای .[٣٨] است عددی طراحی از حاصل نتایج با الگوریتمها عملکرد مقایسه هدف بعدی، آزمایش در

نتایج شدند. اجرا m افزایشی مقادیر با F ∈ R٣×m فریمهای طراحی برای مقایسه مورد الگوریتمهای منظور، این

پیشنهادی الگوریتم نتایج است، مشخص جدول این از که همانطور است. شده خلاصه ٣-۶ جدول در حاصل

مقادیر برخی برای ولی دارد مشابهی عملکرد نیز SIDCO الگوریتم همچنین، است. نزدیک عددی نتایج به بسیار

به قادر m ≥ ١۴ مقادیر برای نیز LZYCB الگوریتم است. داده ارائه پیشنهادی الگوریتم از ضعیفتر نتایجی m

نیست. ناهمبسته فریم طراحی
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فریمهای و IFD-AMPM و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCOالگوریتمهای برای متقابل همبستگی مقادیر :٢-۶ جدول
.n برای مختلف مقادیر با F ∈ Rn×١٢۰

WB IFD-AMPM LZYCB SIDCO n

۰٫ ٢۴٢۵ ۰٫ ٣٢٢۵ ۰٫ ۴١۴۶ ۰٫ ٣۵۰٢ ١۵
۰٫ ٢۰۵۰ ۰٫ ٢۶۰۵ ۰٫ ٣۴۰٩ ۰٫ ٢٧٧۵ ٢۰
۰٫ ١٧٨٧ ۰٫ ٢١٨٣ ۰٫ ٢٧۶۶ ۰٫ ٢٣۰٣ ٢۵
۰٫ ١۵٨٨ ۰٫ ١٨٧٩ ۰٫ ٢٣۵٨ ۰٫ ١٩٧٧ ٣۰
۰٫ ١۴٢٩ ۰٫ ١۶۴٩ ۰٫ ٢۰٣٧ ۰٫ ١٧٢٧ ٣۵
۰٫ ١٢٩۶ ۰٫ ١۴۶٨ ۰٫ ١٨١۵ ۰٫ ١۵٢٩ ۴۰
۰٫ ١١٨٣ ۰٫ ١٣١٩ ۰٫ ١۶١۰ ۰٫ ١٣٧١ ۴۵
۰٫ ١۰٨۵ ۰٫ ١١٩٣ ۰٫ ١۴۶٧ ۰٫ ١٢٣۶ ۵۰
۰٫ ۰٩٩٧ ۰٫ ١۰٨۶ ۰٫ ١٣٣٧ ۰٫ ١١٢۰ ۵۵
۰٫ ۰٩١٧ ۰٫ ۰٩٩١ ۰٫ ١٢۰٩ ۰٫ ١۰١٩ ۶۰
۰٫ ۰۴١۰ ۰٫ ۰۴۴٩ ۰٫ ۰۶۶۶ ۰٫ ١۴٢١ ١۰۰
۰٫ ۰٢٧۶ ۰٫ ۰٣١۵ ۰٫ ۰٩٨۶ ۰٫ ۰٨۴۰ ١١۰
۰٫ ۰١٩١ ۰٫ ۰٢١٩ ۰٫ ۰۴۶۴ ٫ ۰۴۵٢۰ ١١۵
۰٫ ۰۰٨۴ ۰٫ ۰۰٨۴ ۰٫ ۰٢٣۰ ۰٫ ۰۰٨۴ ١١٩
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IFD-AMPM و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCO الگوریتمهای تکرار برحسب متقابل همبستگی مقادیر :١۰-۶ شکل
.٢۵× ١٢۰ ب) و ١۵× ١٢۰ آ) ابعاد با فریمهای طراحی برای
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جمعبندی ۶-۶

دیکشنریهای یادگیری بالا، ابعاد با دادههای برای دیکشنری یادگیری برای جدیدی الگوریتمهای فصل، این در

یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای کردیم. ارائه ناهمبسته ماتریسهای طراحی نیز و کم متقابل همبستگی با

علاوه میکنند. استفاده متقابل همبستگی تابع از مستقیماً فعلی، الگوریتمهای خلاف بر ناهمبسته، دیکشنریهای

برتری از حاکی شده انجام شبیهسازیهای دارند. نیز کمتری محاسباتی پیچیدگی بالا ابعاد با دادههای برای این، بر

نیز و فشرده حسگری در زیادی کاربرد که ناهمبسته، ماتریسهای طراجی زمینهی در دارد. پیشنهادی روشهای

به قادر همزمان و داشته کمتری اجرای زمان رقیب الگوریتمهای به نسبت پیشنهادی الگوریتم دارند، مخابرات

است. کمتر متقابل همبستگی با ماتریسهای طراحی

ذکر آینده کارهای برای پیشنهاداتی کرده، جمعبندی را رساله این در شده بیان مطالب آینده، فصل در

میکنیم.
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فریمهای و IFD-AMPM و [٧٨] LZYCB ،[١۰٣] SIDCOالگوریتمهای برای متقابل همبستگی مقادیر :٣-۶ جدول
شده گزارش [٣٨] در که عددی، طریق از آمده بدست مقادیر همچنین، .m برای مختلف مقادیر با F ∈ R٣×m

است. شده ذکر جدول این در نیز است

WB Num. Opt. IFD-AMPM LZYCB SIDCO m

۰ ۰ ۰ ۰ ۰ ٣
۰٫ ٣٣٣٣ ۰٫ ٣٣٣٣ ۰٫ ٣٣٣٣ ۰٫ ٣٣٣٣ ۰٫ ٣٣٣٣ ۴
۰٫ ۴۰٨٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۵٣٩٣ ۰٫ ۴۴٧٢ ۵
۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۰٫ ۴۴٧٢ ۶
۰٫ ۴٧١۴ ۰٫ ۵٧٧۴ ۰٫ ۵٧٧۴ ۰٫ ۵٧٧٧ ۰٫ ۵٨٩٣ ٧
۰٫ ۴٨٨۰ ۰٫ ۶۴٧۶ ۰٫ ۶۴٧٨ ۰٫ ٧۴۶۶ ۰٫ ۶۴٨۰ ٨
۰٫ ۵۰۰۰ ۰٫ ۶۶٩۴ ۰٫ ۶۶٩۴ ۰٫ ٧۴٧١ ۰٫ ۶۶٩۴ ٩
۰٫ ۵۰٩٢ ۰٫ ۶٨۶١ ۰٫ ۶٨۶١ ۰٫ ۶٩٧٩ ۰٫ ۶٨٧۰ ١۰
۰٫ ۵١۶۴ ۰٫ ٧١۴۴ ۰٫ ٧١۴۴ ۰٫ ٧۵۶۵ ۰٫ ٧١۴٩ ١١
۰٫ ۵٢٢٢ ۰٫ ٧۴۴۵ ۰٫ ٧۴۴۵ ۰٫ ٩۵۶٨ ۰٫ ٧۵۵٩ ١٢
۰٫ ۵٢٧۰ ۰٫ ٧۶٨١ ۰٫ ٧۶٨١ ۰٫ ٩۶٣١ ۰٫ ٧٧٢١ ١٣
۰٫ ۵٣١١ ۰٫ ٧٨۰۶ ۰٫ ٧٨۰۶ ١ ۰٫ ٧٨٢٨ ١۴
۰٫ ۵٣۴۵ ۰٫ ٧٨۶۶ ۰٫ ٧٨۶٧ ١ ۰٫ ٧٨٨٨ ١۵
۰٫ ۵٣٧۵ ۰٫ ٧٩۴٧ ۰٫ ٧٩۴٧ ١ ۰٫ ٧٩۶٩ ١۶
۰٫ ۵۴۰١ ۰٫ ٨١۶٨ ۰٫ ٨١۶٨ ١ ۰٫ ٨٢۰۴ ١٧
۰٫ ۵۴٢٣ ۰٫ ٨٢۵۰ ۰٫ ٨٢۵۰ ١ ۰٫ ٨٢٨٣ ١٨
۰٫ ۵۴۴٣ ۰٫ ٨٣۶٧ ۰٫ ٨٣۶٧ ١ ۰٫ ٨٣٨٨ ١٩
۰٫ ۵۴۶١ ۰٫ ٨۴١۴ ۰٫ ٨۴١۴ ١ ۰٫ ٨۴۴٧ ٢۰
۰٫ ۵۴٧٧ ۰٫ ٨۴۶۰ ۰٫ ٨۴٧١ ١ ۰٫ ٨۴٨٨ ٢١
۰٫ ۵۴٩٢ ۰٫ ٨۴٩۰ ۰٫ ٨۴٩١ ١ ۰٫ ٨۶۰٩ ٢٢
۰٫ ۵۵۰۵ ۰٫ ٨۶١۶ ۰٫ ٨۶١۶ ١ ۰٫ ٨۶٣٢ ٢٣
۰٫ ۵۵١٧ ۰٫ ٨۶۴۶ ۰٫ ٨۶۴۶ ١ ۰٫ ٨٧٢۴ ٢۴
۰٫ ۵۵٢٨ ۰٫ ٨٧٢۵ ۰٫ ٨٧٢٨ ١ ۰٫ ٨٧٧٩ ٢۵
۰٫ ۵۵٣٨ ۰٫ ٨٧٧۰ ۰٫ ٨٧٨۴ ١ ۰٫ ٨٨١٨ ٢۶
۰٫ ۵۵۴٧ ۰٫ ٨٨۰٩ ۰٫ ٨٨١۰ ١ ۰٫ ٨٨۵١ ٢٧
۰٫ ۵۵۵۶ ۰٫ ٨٨۴٢ ۰٫ ٨٨۴۵ ١ ۰٫ ٨٨۶٩ ٢٨
۰٫ ۵۵۶٣ ۰٫ ٨٨۶٨ ۰٫ ٨٨٧١ ١ ۰٫ ٨٩۴۴ ٢٩
۰٫ ۵۵٧١ ۰٫ ٨٩١۰ ۰٫ ٨٩١٢ ١ ۰٫ ٨٩۵۶ ٣۰



فصل٧

پیشنهادات و جمع�بندی

جمعبندی ٧-١

پردازش از زمینه این کارآئی است. بوده زیادی تحقیقات توجه کانون اخیر دههی طی سیگنالها تُنُک نمایش

و پزشکی تصویربرداری الگو، تشخیص تصاویر، فشردهسازی و بهبود جمله از گوناگونی کاربردهای در سیگنال

نمایش از هدف دارد. کاربردها این در آن بالای توانائی از حکایت و گرفته قرار بررسی مورد منابع کور جداسازی

برای است. سیگنالها مناسب توصیف و پردازش در کلاسیک تبدیلهای ناتوانائیهای و کمبودها بر غلبه تُنُک،

سادهتر نمایش یک به رسیدن امید به کامل، فوق تبدیل یک از کامل، تبدیل یک از استفاده جای به منظور، این

برابر چندین (معمولاً زیادی تعداد شامل مجموعه یک روی سیگنال دادن بسط معادل کار این میشود. استفاده

نامیده «دیکشنری» یک اتمها این از متشکل مجموعهی میشوند. خوانده «اتم» که است پایه بُردار سیگنال) طول

نتیجه، در باشند. آن با همخانوادهی تعبیری به و بوده سیگنال بارز ویژگیهای نمایانگر باید اتمها این میشود.

پیدایش به منجر موضوع این کنیم. پیدا سیگنالها از مشخص کلاس یک برای مناسب دیکشنری یک باید ابتدا

است. شده دیکشنری» «آموزش به موسوم تُنُک، نمایش بحث از شاخهای

دیکشنری، یادگیری نیز و تُنُک نمایش بازیابی برای کارآمدتر الگوریتمهایی ارائه اصلی، هدف رساله، این در

دیکشنری، یادگیری و تُنُک نمایش بر مروری از بعد منظور، این برای بود. بالا، ابعاد با دادههای بر تأکید با

را رساله این پیشنهادی روشهای عمدهی اساس که الگوریتمها، این کردیم. مرور را پراکسیمال الگوریتمهای

١٢۶
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ماشین یادگیری جمله از کاربردها، از بسیاری در موفق، عملکرد و پائین محاسبات حجم دلیل به میدهند، تشکیل

تُنُک نمایش بازیابی برای الگوریتمهایی پنجم، فصل در سپس، گرفتهاند. قرار استفاده مورد سیگنال پردازش و

حالتی به ،SL0 شده، هموار صفر نُرم الگوریتم تعمیم بر مبتنی نهادیم، نام ISP را آن ما که اول، الگوریتم شد. معرفی

ساختار همان ISP الگوریتم کلی ساختار واقع، در باشد. نیز ناهموار میتواند تُنُکی تشویقکنندهی تابع که است

حالت در که آستانهگذاری، گام یک با را کاهشی گرادیان گام که تفاوت این با میکند، دنبال را SL0 الگوریتم

نکاتی الگوریتم، این توسعهی مسیر در بعلاوه، میکند. جایگزین باشد، کاهشی گرادیان همان میتواند خاص

روشهای زمینهی در که پیشرفتهایی از استفاده با همچنین، شد. روشن نیز SL0 الگوریتم مورد در توجه جالب

بعنوان شد. ارائه الگوریتم این همگرایی اثبات گرفته، صورت اخیر سال چند در غیرمحدب مسائل برای پراکسیمال

کردن، تصویر گام انجام برای الگوریتمی و گرفته، قرار بررسی مورد الگوریتم این مقاوم حالت دیگر، نوآوری یک

نسبت ISP الگوریتم برتری از نشان متعدد شبیهسازیهای گردید. ارائه است، محدب مسالهی یک حل مستلزم که

صفر نُرم کمینهسازی مسالهی حل برای دیگری جدید الگوریتم ادامه، در داشتند. موجود رقیب الگوریتمهای به

خوشرفتارتر تابع یک با را صفر نُرم ناهموار تابع ،SL0 مانند الگوریتمهایی مشابه الگوریتم، این شد. پیشنهاد

دارد مشابه الگوریتمهای با نامیدهایم، L0Soft را آن که پیشنهادی، الگوریتم که عمدهای تفاوت میکند. جایگزین

یک از پیشنهادی، الگوریتم در دقیقتر، بیان به است. نهفته صفر نُرم تابع خوشرفتار تقریب استخراج نحوهی در

درایههای علامت قدرمطلق جمع بصورت را بردار یک صفر نُرم که میشود استفاده صفر نُرم تابع از خاص تعریف

صفر نُرم کمینهسازی مسالهی یک به مساله، بازنویسی و مطلق قدر تابع تقریب با ترتیب، این به میکند. بیان آن

طبیعی و مصنوعی دادههای روی شده انجام شبیهسازیهای بود. حل قابل پراکسیمال روشهای با که رسیدیم

در سعی الگوریتم، این کردیم. معرفی را IPP الگوریتم سپس، دارند. الگوریتم این مطلوب عملکرد از حکایت

به پراکسیمال روشهای الگوریتم، این توسعهی برای دارد. تُنُکی تشویقکنندهی ناهموار تابع یک کمینهسازی

مورد ISP الگوریتمهای با الگوریتم این رابطهی همچنین، گرفت. قرار استفاده مورد سرعتبخشی ایدههای همراه

شد. داده نشان متعدد شبیهسازیهای با آن برتر عملکرد و گرفته، قرار بررسی

برای الگوریتمی ابتدا شدند. معرفی دیکشنری یادگیری برای پیشنهادی الگوریتمهای ششم، فصل در

از استفاده با شد، نامیده HighDim-DL که الگوریتم، این شد. ارائه بالا ابعاد با دادههای روی از دیکشنری یادگیری

پردازنده هر میکند. توزیع پردازنده چند بین را جدید دادههای و آورده پائین را دادهها بُعد ، sketching روشهای
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رسیدن برای بعلاوه، بدهد. آموزش محلی دیکشنری یک بود خواهد قادر دادهها کل از کوچکی بخش داشتن با

دیکشنریهای از خود تخمینهای و بوده، تماس در پردازش مرکز یک با پردازندهها سراسری، دیکشنری یک به

فرض دیکشنری روی تُنُک ساختار یک شده، مبادله اطلاعات حجم کاهش برای میکنند. ارسال آن به را محلی

یادگیری برای الگوریتمهایی ادامه، در داد. نشان را الگوریتم این امیدبخش عملکرد شده انجام شبیهسازیهای شد.

همبستگی با دیکشنریهای یادگیری الگوریتمها، این از هدف شد. معرفی پائین متقابل همبستگی با دیکشنریهای

برخلاف شد، معرفی که الگوریتمهایی در دارند. خوبی بسیار خواصبازیابی دیکشنریهایی چنین است. کم متقابل

حین کم همبستگی تشویقکردن برای است، ناهموار تابعی که متقابل، همبستگی تابع از مستقیما موجود، روشهای

به آنها فرمولبندی مربوطه، مسائل حل برای پیشنهادی روشهای اصلی ایدهی شد. استفاده دیکشنری یادگیری

الگوریتمها، این توسعهای با کرد. استفاده پراکسیمال عملگر خواص و پراکسیمال مفاهیم از بتوان که بود شیوهای

برای دیگری و است)، مطلوب دیکشنری متقابل همبستگی برای بالایی حد وقتی (یعنی مقید حالت برای یکی که

شد داده نشان میشود)، جمع تُنُک نمایش خطای تابع با ضریبی با متقابل همبستگی تابع وقتی (یعنی نامقید حالت

مناسبتر بالا ابعاد با دادههای برای نتیجه در و داشته، کمتری محاسباتی پیچیدگی موجود الگوریتمهای به نسبت که

دارند. شده یادگرفته دیکشنریهای متقابل همبستگی کردن کم در بهتری توانایی الگوریتمها این بعلاوه، هستند.

همبستگی تابع مستقیم بصورت که هستند روشهایی اولین الگوریتمها این داریم، اطلاع ما که آنجا تا واقع، در

با ماتریسهای طراحی برای مشابه ایدهای فصل، این ادامهی در میکنند. دیکشنری یادگیری مسألهی وارد را متقابل

ماتریس طراحی برای مثال بعنوان سیگنال، پردازش در زیادی کاربرد ماتریسها این شد. ارائه کم متقابل همبستگی

انجام شبیهسازیهای دارند. خطا احتمال کردن کم و داده انتقال برای مخابرات، نیز و فشرده، حسگری در حسگر

مییابند. دست کمتری متقابل همبستگی به موجود الگوریتمهای به نسبت پیشنهادی روشهای که داد نشان شده

آینده کارهای برای پیشنهاداتی ٧-٢

میکنیم. بیان آینده کارهای برای جهت چند قسمت، این در

این است. برخوردار بالائی اهمیت از HighDim-DL الگوریتم برای مناسب sketching ماتریس انتخاب .١

دادههای در موجود اطلاعات تا باشد قادر باید باشد، داشته سریعی محاسبات باید که این بر علاوه ماتریس

طریق از مثال بعنوان ماتریسی، چنین طراحی روی تحقیق نتیجه، در کند. حفظ ممکن حد تا را اصلی
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از میتوان مثال، بعنوان باشد. کاربردی ایدهی یک میتواند آن، برای یادگیری مسألهی یک فرمولبندی

نیز و الگوریتم این همگرایی اثبات برای تلاش این، بر علاوه گرفت. الهام [٧١] در شده معرفی الگوریتم

مطرح آینده کارهای بعنوان نیز است، ADMM روش به مربوط که ، ρ٢ و ρ١ پارامترهای مقداردهی نحوهی

است.

تقریب روشهای از میتوان است، غیرمحدب مسألهی یک دیکشنری، یادگیری مسألهی که این به توجه با .٢

عملکرد و گرفته قرار زیادی توجه مورد اخیراً روشها این کرد. استفاده آن حل برای [٧٢ ،٩٧] محدب١

این بر علاوه محدب تقریب از استفاده دیکشنری، یادگیری مسألهی مورد در دادهاند. نشان خود از مطلوبی

بعنوان داد. خواهد کاهش نیز را محاسبات حجم احتمالاً شود، منتهی بهتری جوابهای به است ممکن که

اعمال قابل نیز دیکشنری یادگیری مورد در که محدب، تقریب برای پرکاربرد البته و نمونه روشهای از یکی

روش، این مختصر مرور برای .[٢١] (SCP) کرد٢ اشاره متوالی محدب کمینهسازی روش به میتوان است،

بگیرید: نظر در را زیر غیرمحدب مسألهی
min
x

f(x) s.t. gi(x) ≤ ۰, i = ١, . . . ,m (٧-١)

فرم به محدبی مسائل پیاپی حل از است عبارت فوق مسألهی تقریبی حل برای SCP روش ایدهی سپس،

زیر
xk+١ = argmin

x∈T
f̃(x) s.t. g̃i(x) ≤ ۰, i = ١, . . . ,m (٧-٢)

ترتیب، به ،g̃i و f̃ و [٢١] میشود نامیده اعتماد٣ قابل ناحیهی T ≜ {x | ∥x− xk∥٢ ≤ δk} آن، در که

مسائل دنبالهی حل با دارند. اعتبار T مجموعهی روی که بوده gi و f توابع برای محدب تقریبهایی

مسألهی مورد در آورد. بدست (٧-١) غیرمحدب اولیهی مسألهی برای تقریبی جوابی میتوان فوق، محدب

در شده پیشنهاد روش از میتوان هدف، تابع برای محدب تقریبی آوردن بدست برای دیکشنری، یادگیری

کرد. استفاده [١۰٧]

جوابی به رسیدن است، غیرمحدب هم آن که کم، متقابل همبستگی با فریمهای طراحی مسألهی مورد در .٣

واقع، در است. برخوردار زیادی اهمیت از پائین، ممکن حد تا متقابل همبستگی با یعنی بالا، کیفیت با
١Convex approximation/relaxation
٢Sequential convex programming
٣Trust region
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دشواری به توجه با گرفته، صورت ناهمبسته فریمهای طراحی برای گذشته سالیان در که زیادی تلاشهای

محلی حداقلکنندههای بر غلبه برای روشهایی ارائهی و کیفیت بهبود جهت در همگی متناظر، مسألهی حل

همبستگی کمینهسازی مسألهی سراسری حل برای که ایدهای هستند. سراسری حداقلکننده به نزدیکشدن و

خاص، طور به است. [۵٨ ،۶۴] سراسری١ کمینهسازی روشهای از استفاده کرد، استفاده میتوان متقابل

محاسبات حجم چه اگر روش این بود. خواهد منظور این برای کارآمد رهیافتی [۶] حد٢ و شاخه روش

بدست متقابل همبستگی کمینهسازی مسألهی بهینهی جواب مورد در خوبی دید میتواند اما دارد، بالایی

بدهد.

دادههای از یکی یکی برجسته، ویژگیهای همان یا اتمها، آن در که دیکشنری آموزش برای الگوریتمی ارائهی .۴

آن در و داشته الگوریتمها سایر به نسبت شهودیتر دیدی الگوریتمی چنین میشوند. استخراج آموزشی

معرفی [١۰٨] در که اتم، به اتم بهروزرسانی الگوریتمهای شود. فرض معلوم ابتدا از اتمها تعداد نیست لازم

میتواند کار این برای اولیه ایدهی یک واقع، در باشد. منظور این برای شروعی نقطهی میتواند شدهاند،

فرم به آموزشی دادههای ماتریس با آن مقداردهی و باقیمانده ماتریس یک تعریف با که باشد اینصورت به

(X = [ ] ،D = [ ] ، k ≥ ۰) شود انجام اتمها متوالی استخراج برای زیر مراحل ،R۰ = Y

{
dk,x[k]

}
= argmind,x ∥Rk − dxT ∥٢F + λ∥x∥١

D = [D,dk]

X = [X;x[k]]

D = argminD ∥Y −DX∥٢F
k ← k + ١
Rk = Y −DX

(٧-٣)

ضرایب، ماتریس در آن با متناظر سطر x[k] و شده استخراج اتم اُمین k از است عبارت dk فوق، رابطهی در

مشخص سطح یک از کمتر به خطا ماتریس نُرم که زمانی تا فوق تکرارهای میدهد. نشان را ،X یعنی

تکراری بصورت حقیقت در ،(٧-٣) در آن ضرایب بردار و اتم استخراج مسألهی حل با میشود. انجام برسد،

در شده پیشنهاد الگوریتم با مسأله این حل میشود. برازش نمایش خطای ماتریس به یک رُتبه ماتریسهایی

(٧-٣) در شده فرمولبندی الگوریتم ساختار اینکه، جالب نکتهی است. انجام قابل کارآ شیوهای به [١۰٨]

شد. مرور دوم فصل در که است، تُنُک نمایش بازیابی برای ،OMP الگوریتم ساختار شبیه بسیار
١Global optimization
٢Branch and bound method
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عصبی شبکههای ساختار از استفاده با تُنُک نمایش بازیابی برای پیشنهادی الگوریتمهای پیادهسازی انتها، در .۵

الگوریتمهای تکرارهای میتوان واقع، در باشد. آینده برای مناسبی کاری جهت میتواند [۶۵] مصنوعی

دادهی تعدادی از استفاده با و گرفته، نظر در عصبی شبکهی یک مختلف لایههای بصورت را پیشنهادی

بعدی، پردازشهای محاسبات حجم که این بر علاوه کار این .[٩۰] داد آموزش را آن پارامترهای آموزشی

عادی حالت به نسبت بهتری خیلی احتمالاً عملکرد به میتواند میدهد، کاهش را جدید، دادههای برای یعنی

وفق و آستانهگذاری، توابع جمله از الگوریتمها، پارامترهای دادن آموزش بهتر، عملکرد دلیل شود. منجر

است. دادهها ساختار به آن دادن
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ABSTRACT

Sparse representation has attracted much attention over the past decade. The main idea is
that natural signals have information contents much lower than their ambient dimensions,
and as such, they can be represented by using only a few basis signals (also called atoms). In
other words, a natural signal of length n, which in general needs n atoms to be represented,
can be written as a linear combination of s atoms, where s ≪ n. To achieve a sparser
representation, i.e., a smaller s, the number of atoms is chosen much larger than n. In this
way, there are more choices to represent a signal and we can choose the sparsest possible
combination. The set of atoms is called a dictionary. Here, two questions arise. One is
basically how to choose the collection of atoms, and the other one is how to select the
best set of atoms to represent a given signal. The best answer for the first question is
to learn a set of atoms from some training signals. This is called dictionary learning,
which has gained a lot of interest. The second question is answered by a large number of
existing sparse recovery (or sparse coding) algorithms. In this thesis, we are going to study
the sparse representation and especially the dictionary learning problem with more details.
Moreover, we will also focus on high-dimensional data. To this end, new algorithms for both
dictionary learning and sparse coding are proposed. The main features of the proposed
algorithms are their simple structures and high quality performance. These algorithms
are based on proximal algorithms. Proximal algorithms are first order tools for solving a
broad range of optimization problems in signal processing and machine learning that have
low computational complexity but a very good performance. This is a reason why our
proposed algorithms suit high-dimensional data. Specifically, inspired by the smoothed ℓ۰
norm (SL0) algorithm, new algorithms with improved performance and more robustness to
noise are proposed. Convergence analysis is provided for these algorithms, and our extensive
simulations confirm their superior performance over existing methods. In addition, new
algorithms are proposed for learning low-mutual coherence dictionaries, which in contrast
to previous methods, directly use the mutual coherence function. Besides, a new algorithm
is proposed to learn dictionary from high-dimensional data. This algorithm is based on
reducing the dimension of data and distributing them over multiple processors. Simulation
results on synthetic as well as real data demonstrate the promising performance of the
proposed algorithms.

KEYWORDS

1. Sparse Representation.
2. Dictionary Learning.
3. Proximal Algorithms.
4. High-dimensional Data.
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